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Figure 1: Elementare Beispielfunktionen.

1. Einfithrung

1.1. Elementare Funktionen

Referenzen: [1] Anhang B.
Um physikalische Systeme zu beschreiben benutzen und analysieren wir Funktionen. Dazu betrachten

wir vorerst Funktionen einer reellen' Variablen,

f:R—=R, z~ f(x) (zum Beispiel ¢+ z(t)), (1.1)
f:D—=Z, z— f(x). (1.2)
Diese sind eindeutige Abbildungen der reellen Zahlen R oder einer Definitionsmenge (D C R) in die
reellen Zahlen R oder einer Zielmenge (Z C R). Jeder Zahl x € D wird eine Zahl y € R zugeordnet,

namlich y = f(z). Die Menge der Punkte in R? mit den Koordinaten (z, f(z)) heisst Graph der
Funktion f; sieche Abb. 1. Folgende Definitionen sind relevant fiir reelle Funktionen:

Polynom. Die (un)endliche Summe von m Monomen heisst Polynom:

m
f(z) Zzanm’":a0+a1x+a2x2+---+amxm, (1.3)

n=0

1Struktur von R:
3 zwei Verkniipfungen: a,b e R=a+beR,a,beR=a xbeR.
J Nullelement: a +0=a Va€eR.
3J Einselement: a x 1 =a Va €R
3 Inversion: Ya € RI—a € Rmit a+ (—a) =0,Va# 03 e Rmitax L =1.
Andere Operationen: a —b:=a+ (—b), ¢ :=a x 1.



f(z) = Zan(aﬁ —x9)", xo€R. (1.4)
n=0

Komposition. Die Hintereinanderausfithrung zweier (oder mehrerer) Funktionen folgt:

(g0 f)(@) = g(f(x)). (1.5)

Beispiel 1.
flz) =2 —x, g(z) = bpa™,

(g0 [)(x) = bn(x —z0)" , (fog)(x) = bpa" — o . (1.6)

Umkehrfunktion. Falls die Funktion f(z) bijektiv ist, also die Gleichung y = f(x) eindeutig als
x = g(y) gelést werden kann, nennen wir g die Umkehrfunktion zu f. Bezeichnung iiblicherweise: f~1
(n.b. nicht %') Konkret bedeutet das:

y=f@)=f(f"' W) =(fof ) WYy

= fo f~' =1 := Identitit, (L.7)
r=["y) = (f@)= (o)) Va
:>fflof:]l. (1.8)

Beispiel 2.
f:Ry =Ry, z— 222,

f_11R+—)R+, .IH\/E (19)

Der Definitionsbereich der Funktion ist D(f) = Ry, da diese bijektiv sein muss fir die Erxistenz einer
Umkehrfunktion.

Beispiel 3.
fx)=a2" =3 f Yz) = %;x% firxz > 0. (1.10)

Die Definition einer allgemeinen Potenz (z.B. zt ,u € R) folgt spater.



Reihen. Weitere elementare Funktionen werden durch unendliche Reihen definiert. Eine spezielle
Funktion die so definiert werden kann, ist die Exponentialfunktion:

T 1 1
:Zan.’I} y mit an::m::m, und m — o0,
— 1
exp(x) := Z ﬁx", e:=exp(l) =~ 2.718.... (1.11)
n=0

Diese Darstellung konvergiert erstaunlicherweise fiir V, z.B.:

1
exp(—10) =1—-10+ = 100 - 61000 + QIOOOO -

= 1—10+50—166.7+416.7—...
~ 0.0000453999 . (1.12)

Die Umkehrfunktion von exp(x) wird mit In(x) bezeichnet:

exp(In(z)) =2 VzeRy,
In(exp(z)) =2z VzeR=Ihe=1, (1.13)

In(z)=In(14+2z—-1)=In(l — [1 —z]) il 1—x)" (1.14)

wobei die Reihendarstellung fiir 0 < & < 2 konvergiert.
Weitere elementare Funktionen sind:

e Allgemeine Potenz und Umkehrfunktion:

e B ZIn"a , .
a” :=exp(zlna) = E o, fir aeRy, (1.15)
L
Inx
1 =—. 1.1
Og(lx lna/ ( 6)

Beweis: y =a®, Iny =Inexp(zlna) = zlna. Es gilt: ¢* = exp(x), denn Ine = 1.

e Hyperbolische Funktionen

x —X
— 1
Sinus Hyperbolicus: f:R - R, sinh(x) := ce-° 26 = E onr 1)!932n+1, (1.17)
Cosinus Hyperboli f:R—=R h(z) cre’ 5:71 2n (1.18)
osinus erbolicus: f : cosh(z) := = x .
inus Hyperbolicu , 5 ot

inh r _ ,—x
Tangens Hyperbolicus:  f:R — [-1,1], tanh(z) := smh((x)) = em n e_z . (1.19)
cosh(z et +e

Umkehrfunktionen (nur fiir bestimmte x): arsinh(zx),arcosh(z), artanh(z).



e Trigonometrische Funktionen

TR . ; — S (=" n
Sinus: f:R—[-1,1], sin(z) = nz:;] Gt 1)'352 + (1.20)
Cosinus: f:R—[-1,1], cos(z) := Z ((;:1;756271, (1.21)
n=0 :
Tangens: f:R\ {(Z + %)7‘(’} — R, tan(z) 1= ZI;((Z)) . (1.22)

Umkehrfunktionen (nur fiir bestimmte x): arcsin(z) , arccos(z) , arctan(z).

1.2. Komplexe Zahlen und Funktionen

Referenzen: [1] Abschn. (2.1)—(2.2), [2] Abschn. 4.
Die Erweiterung von den reellen zu den komplexen Zahlen ist durch die Forderung nach der
Losbarbkeit von Polynomgleichungen motiviert. Bei der Losung quadratischer Gleichungen der

Form

2 +pr4+q=0, (1.23)

stossen wir auf das Problem, dass fiir z € R stets 22 > 0 gilt, d.h. im Rahmen der reellen Zahlen
konnen wir keine Quadratwurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Die Losungungsstrategie fiir Gl. (1.23)
besteht darin, eine quadratische Erganzung auszufithren. Offenbar gilt ndmlich

2 2
$2+px+q:<x+§) —%-f-q. (1.24)
Die Gl. (1.23) ist also dquivalent zu der Gleichung
2 2
(x + g) = pz —q. (1.25)

Wollen wir diese Gleichung nach = auflésen, miissen wir die Wurzel aus der rechten Seite ziehen kénnen.
Im Bereich der reellen Zahlen ist das offensichtlich nur méglich, wenn p?/4 — ¢ > 0 ist. Dann besitzt
die Gleichung entweder eine doppelte (falls p?/4—¢q = 0) oder zwei unterschiedliche (falls p?/4 —q > 0)
Losungen. Die Allgemeine Losung dafiir lautet

p?

p
— LB 1.26
1,2 ) 1 (1.26)

Wir erweitern nun die reellen Zahlen durch eine neue, zunéchst rein symbolisch zu verstehende, “Zahl”
1, die imaginédre Einheit, fir die
i2=-1, (1.27)



gelten soll. Dann hiitte fiir a > 0 die Gleichung 22 = —a die beiden Losungen = = +i\/a, wobei wir

voraussetzen, dass die komplexen Zahlen, die allgemein von der Form
z=x+1iy, x,y€ER, (1.28)

sein sollen, die gewohnlichen Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen gelten, also die sogenannten Axiome
eines Zahlenkorpers erfiillen. Dabei soll eine komplexe Zahl definitionsgeméss durch ihren Realteil

z und Imaginérteil y eindeutig bestimmt sein. Wir schreiben
Rez=2z, Imz=y. (1.29)
Nehmen wir dies an, so folgt fiir die beiden Verkniipfungen zweier komplexer Zahlen

Summe: 21+ 20 = (1 +iy1) + (22 +iye) = (x1 + x2) +i(y1 + y2) , (1.30)
Produkt: 21 X 29 = (1 4+ 1y1) X (x2 +iy2) = (122 — Y1y2) + i(x1y2 + Yy122) , (1.31)

wobei wir mehrfach das Assoziativ-, Kommutativ-, und Distributivgesetz verwendet haben und wir ¢
wie eine gewohnliche Variable behandelt haben. Das Produkt folgt ebenso durch formales Ausmulti-
plizieren, wobei wir im zweiten Term des Realteils die definierende Eigenschaft (1.27) der imaginéren
Einheit benutzt haben.

Es existieren auch “neutrale Elemente” (240 = z, 2 x 1 = z) und “inverse Elemente” (z+(—2) =0,
2z x 271 = 1). beziiglich beider Verkniipfungen. Dies macht die Menge aller komplexen Zahlen, C, zu

einem Korper. Weiters konnen wir auch noch definieren:

Subtraktion: 2z — 23 =21 + (—22) = (1 — 22) +i(y1 — ¥2), (1.32)
Division: 21/29 = 21 X z2_1 = lei
292}
_ (1 + zy21)(a:22— iy2) _ <$19€; + y;w) Y (@y; - $;y2> o (133)
5+ Y; T+ Y3 T+ Y5

Hier haben wir uns fiir die Definition des inversen z, 1 der Operation der komplexen Konjugation
bedient (z* oder %)

F=x—1y, (1.34)
wodurch das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrem konjugiert Komplexen
22 = (x +iy)(z —iy) = 2> +y* +i(zy —yz) ER, . (1.35)

Daher folgt

(1.36)
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Figure 2: Die Gaus§sche Zahlenebene und Polarform einer komplexen Zahl, wobei gilt r = |z| = V/z2*.

Den Betrag bzw. Modul, das Argument, und die polare Form einer komplexen Zahl z definieren

wir als

|2l = mod z:=Vzz* = a2 +y?, (1.37)
argz == ¢ = arctan(g> , (1.38)
T

z:m+iy:|z|<\/:$y2+i\/g$y2>:|z|(cos¢+z’singb>. (1.39)
Die reellen Zahlen konnen wir geometrisch durch eine Zahlengerade veranschaulichen. Entsprechend
kann man die komplexen Zahlen geometrisch interpretieren, wenn man das Zahlenpaar
(z,y) = (Rez,Imz) als Komponenten bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems in der Euklidis-
chen Ebene interpretiert. Dies ist die GauSsche Zahlenebene. Es ist klar, dass |z| geometrisch
die Lénge des entsprechenden z reprasentierenden Ortsvektors in der GauSschen Zahlenebene ist (s.
Abb. 2).

Offensichtlich ist (z*)* = z fiir alle z € C. Weiter ist R C C, denn die komplexen Zahlen mit
verschwindendem Imaginéarteil sind umkehrbar eindeutig auf R abbildbar. Offenbar ist z € R genau
dann, wenn Im z = 0, was zugleich z* = z impliziert. Wir haben weiter

z+ 2" z—2z*

= I = . 1.
Rez 5 Amz 5 (1.40)

Die komplexe Konjugation ist auch additiv und multiplikativ

(21 +22)" =21+ 25, (2122)" = 2725 (1.41)



WEeil die beiden Verkniipfungen von Addition und Multiplikation zur Verfiigung stehen, kénnen wir
die beiden kombinieren und komplexe Polynome definieren:

m
P, (z):= Zakzk =ag+a1z+ - +anz™. (1.42)
k=0

Die Koeffizienten kénnten reell (a; € R) oder komplex (ay € C) sein. Wiederum existieren
e Komposition [(g.0 )() := g((2))]
e Umkehrfunktion [fo f~' = f~1lo f =1].
e Unendliche Reihen [P, (z) mit n — oo], die zu weiteren Funktionen fithren.

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion und tibernehmen die entsprechende Potenzreihe ein-
fach von der entsprechenden reellen Funktion als Definition fiir die Exponentialfunktion (1.11) im

exp(z) 1= Z
k=0

Auch sie konvergiert fiir alle z € C.

Komplexen

1 k
2. €= exp(l). (1.43)

o

Weiter benotigen wir noch die trigonometrischen Funktionen. Auch ihre Potenzreihen tibernehmen
wir aus dem Reellen, d.h. mit (1.20) bzw. (1.21) folgt (nachrechnen!)

22 24 ot k Z2k
) 2,3 25 > & Z2k+1

Berechnen wir nun

exp(iz) = 1—1—22—12— 51 + = +..3
= <1OO o7 1222 + z<z *005 + .].{:.>Z2k+1
- (v + (X ) (146

Dabei haben wir die Reihe so umgeordnet, dass wir in einem Term den Faktor ¢ ausklammern konnten.
Das ist bei Potenzreihen erlaubt, da sie in jedem kompakten Bereich der komplexen Ebene absolut
konvergiert.
Vergleichen wir nun die Reihen in den Klammern der Gl. (1.46) mit 1.44 und (1.45), erhélt man die
Eulersche Formel (1707-1783)
exp(iz) = cos z + isin z. (1.47)



Fiir die Polardarstellung der komplexen Zahl (1.39) folgt damit
z = |z| exp(iyp). (1.48)
Fiir die Exponentialfunktion gilt auch im Komplexen die Formel

exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22) - (1.49)

Beweis. Dies kann man mit Hilfe der Reihe (1.43), dem Binomischen Lehrsatz und dem Cauchy

Produkt beweisen,

(z14+2)" e (0 2R
exp(e 2 = 30 )5 (1)
n=0 ’ n=0 k=0 ’
o n k. n—k 0 k °° n
_ 217y e (71) (z2)"
=20 Kl(n— k) 2 = op(E) exp(z).
n=0 k=0 k=0 n=0

O

Diese Eigenschaft erleichtert die Rechnung mit trigonometrischen Funktionen erheblich. Es folgt z.B.
genau wie (1.47) auch die Gleichung

exp(—iz) = cos z — isin z. (1.50)
Wir haben damit
1 . . . 1 ‘ .
cosz = i[exp(zz) +exp(—iz)], sinz= ?[exp(zz) — exp(—iz)]. (1.51)
i
Dies erinnert an die Definition der Hyperbelfunktionen
1 ) 1
coshz = i[exp(z) +exp(—2)], sinhz= §[exp(z) —exp(—2)]. (1.52)
Vergleicht man (1.51) mit diesen Definitionen folgt sofort, dass
cosh(iz) = cosz, sinh(iz) =1isinz (1.53)

gilt. Die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen sind im Komplexen also bis auf Konstanten im
wesentlichen die gleichen Funktionen, und beide sind durch die Exponentialfunktion definiert.
Genauso folgt aus (1.51)

cos(iz) = cosh z, sin(iz) = isinh z. (1.54)
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Als Anwendungsbeispiel leiten wir noch die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen
fiir reelle Argumente aus (1.49) ab. Es gilt namlich einerseits wegen der Eulerschen Formel (1.47) und
(1.48)

expli(ip1 + p2)] = cos(p1 + p2) +isin(p1 + v2) (1.55)
expli(p1 + ¢2)] = exp(ip1) exp(ipa) = (cos 1 + isin@1)(cos 2 + isin )
= (cos 1 €os g — sin @1 sin @a) + i(sin @1 cos pa + cos 1 sin @s) . (1.56)

Vergleicht man nun Real- und Imaginérteil von (1.55) und (1.56), folgen die bekannten Additionsthe-
oreme

cos(p1 + @2) = cos p1 cos g — sin q sin s , (1.57)
sin(p1 + ¢2) = sin 1 cos Y2 + cos @1 sin g . (1.58)

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Additionstheoreme auch allgemein fiir beliebige komplexe Argumente
gelten (Ubung).

2. Analysis in einer Dimension

2.1. Grenzwert und Stetigkeit

Referenzen: [2] A.5, [3] Abschn. 1.5.

Definition 2.1. f(x) hat bei x = x¢ den Grenzwert fo wenn gilt, dass
Ve>036>0 = |f(z)— fol <e falls |x— x0| < de. (2.1)

Bezeichnung: f(x) — fo fir x — xo, oder limy_z, f(x) = fo.

Der Grenzwert kann auch von links oder rechts genommen werden, z.B.: f(z) — fo fir 2 — xg ,

oder lim, S f(x) = fo bedeutet, dass nur 0 < = — xg < d. betrachtet werden. Fiir unendliche
Grenzwerte folgt dann lim,_,~ f(x) = fo, so dass Ve > 036, > 0 : |f(z) — fo| < € falls z > ..

Beispiel 4. Die Funktion f(z) = 32 scheint an zo = 0 nicht definiert und f(0) = 3. Aus der

Definition aus GI. (1.20) wissen wir aber

3
sinx:xngr..., (2.2)
sin T _ x? n (2.3)
= g T .

—_———
—0 fiir z—0t

sinz __ 1

Daher gilt lim,_,o+ =7

11



f(.’E()) + € f(.’l?()) + €

f(zo) f(zo)
Fao)— el flao) —€
0 // : 0 // |
:L'o—(s .IT:() -T0+6; -TIUO >

Figure 3: Beispiel einer stetigen (links) und unstetigen Funktionen (rechts), nach Definition 2.2 (cf. [4]).

Weiters kénnen wir folgende Grenzwertsétze (ohne Beweis) benutzen:

xlgg of () = legg f). (2.0)

Jm [0+ o) = Jim 1)+ Jim ofe), 25)

Jim [ x o] = ngzz s x Jm, ote)]. 26
f(@) _ limgg, f(z) :

xlglg‘clo 0@~ Tomgm (2 falls zll)nzlo g(x) #0. (2.7)

In den Beispielen in Abb. 1 sind alle Funktionen auf ganz R definiert. Ausserdem weist ihr Graph
keinerlei Unterbrechungen oder &hnliche Anomalien auf. Die mathematische Voraussetzung dafiir ist,
dass eine Funktion stetig ist. Anschaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion an der Stelle x,
dass sich der Funktionswert um xg nur wenigeéndert, wenn man sie in einer kleinen Umgebung um x
betrachtet. Formal ldsst sich dies so definieren:

Definition 2.2. FEine Funktion f: D — R heisst stetig an der Stelle xg € D, wenn es zu jedem € > 0
ein zugehoriges 6. > 0 gibt (0. hingt von € und x¢ ab!), sodass fir alle x € D mit |z — zo| < ¢ stets

|f(z) — f(zo)| < € gilt.
Mit Def. 2.1 ist eine Funktion dann stetig an zp, wenn ihr Grenzwert dort existiert

lim f(z) = f(zo). (2.8)

T—T0

Wenn der Grenzwert nicht existiert, oder existiert aber nicht gegen f(xg) geht, dann ist die Funktion
unstetig an xg.

Informelle Definition: Wird ein beliebiges e-Intervall um f(xg) vorgegeben, dann existiert dazu ein
de-Intervall um xg, welches zur Génze in das e-Intervall um f(xg) abgebildet wird.
In anderen Worten: Die Funktionswerte fiir hinreichend kleine Umgebungen um xy weichen beliebig

12



wenig von dem Funktionswert f(zg) bei zyp ab. Oder man die Funktion ohne Absetzen des Stifts

skizzieren kann.

Beispiel 5.

_% , & S 1 )
flay =4 2 29)
+§ , I > 1.
Die Funktion ist stetig von links aber nicht von rechts: lim, .+ f(x) = -l—%, lim, ;- f(x) = —%,

f) =—4.

Beispiel 6. Die Funktion f(x) = :”;:24 ist an der Stelle xo = 2 nicht definiert. Offenbar gilt aber

lim, 5 f(x) = lim, o+ f(z) = 4. Dies ist auch ersichtlich da f(x) = 252 = (4 2). Obwohl

die Funktion nicht definiert ist an xy, kénnen wir damit an der Stelle xg = 2 den Funktionswert
f(2) =4 setzen und erhalten eine in xo = 2 stetige Funktion.

Satz 2.3. Sind zwei Funktionen f und g stetig in xq, dann sind auch deren folgende Verkniipfungen
stetig:

(i) of, f+9. f x g, L vorausgesetzt g(ao) # 0,
(ii) die Komposition g o f,

(iii) die Umkehrfunktion f=1.

Beweis. Fiir zwei in g stetige Funktionen f und g ist auch die Funktion f+ g stetig. Voraussetzungs-
gemass gibt es zu jedem € > 0 ein

01 >0, sodass|f(x)— f(zo)| <e€/2 Ve e D mit |z—xo <oy,
d2 >0, sodass|g(z) — g(zo)| < €/2 Vee D mit |z—xo <d2.

Setzen wir nun ¢ = min(8y,d2), dann gilt wegen der Dreiecksungleichung? fiir alle |x — x| < §
[f () + g9(@)] = [f (@) + g(@o)]| = |[f (x) — f(@0)] + [9(x) — g(z0)]|

< |f(@) = flxo)l + lg(x) — g(o)]

€ €
-+ - = 2.10
<2—i—2 €, ( )

d.h. zu jedem € > 0 kénnen wir ein § > 0 finden, so dass fiir alle x € D mit |z — xg| < J stets

|[f () + g(x)] = [f (x0) + g(x0)]| <€ (2.11)

gilt. Das bedeutet aber geméass der Definition, dass die Funktion f + g stetig ist. (I

2 Dreiecksungleichung (ohne Beweis): |a 4 b| < |a| + |b| mit a,b € R.

13



Figure 4: Zwischenwertsatz 2.5 am Beispiel einer Funktion [4].

Offensichtlich sind eine konstante Funktion f(z) = A = const sowie die Funktion f(z) = z in allen
2 € R definiert und stetig. Aus den oben angegebenen Sétzen folgt dann, dass auch jedes Polynom

m
f(z) = Pp(z) = a0+ a1z + agz® + ...+ apz™ = Z anz", (2.12)
n=0

stetig ist.

Satz 2.4 (Nullstellensatz von Bolzano (1781-1848)). Die Funktion f : R — R sei stetig auf
dem Intervall [a,b] und es gelte f(a)-f(b) <0 (d.h. f(a) und f(b) haben unterschiedliches Vorzeichen).
Dann existiert ein & € (a,b) mit f(§) =0, i.e. f hat in (a,b) mindestens eine Nullstelle.

Beweis. oBdA sei f(a) < 0, f(b) > 0. Wir setzen Iy = [a,b]. Durch Halbierung von Iy erhalten
wir zwei Teilintervalle [a, “TH’], [“T*b,b], von denen bei einem, etwa I} = [a, b1], gilt, dass f(a;) < 0,
f(b1) > 0. Durch fortwahrende Intervallhalbierung erhalten wir eine Folge I,, = [ay,, b,] von Intervallen
mit Iy11 C Iy, f(an) <0, f(by) > 0und |b,—a,| = b{—na. Dies ist eine Nullfolge: lim,,,~ [by, —an| = 0.

Die Folge (a;,) ist monoton wachsend und nach oben beschrinkt, (durch b), die Folge (b,) ist
monoton fallend und nach unten beschréankt, (durch a). Also sind beide Folgen konvergent. Da aber
lim;, 00 |bn, —an| = 0, miissen beide Grenzwerte gleich sein, i.e. 3¢ € R mit limy, o0 ap = limy, 00 by =
£. Da beide Folgen gegen denselben Grenzwert £ konvergieren und da weiter f voraussetzungsgemass
im ganzen Intervall [a, b] stetig ist, muss folglich f(£) = 0 sein. O

Satz 2.5 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig. Weiter sei f(a) < f(b). Dann gibt es zu
jedem u € [f(a), f(b)] ein & € [a,b], so dass f(§) = u i.e. f(a) < u < f(b) ist (entsprechendes gilt
auch falls f(a) > f(b) ist). Das heisst jeder Wert zwischen f(a) und f(b) wird angenommen.
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Beweis. Dies ist ein Sonderfall des Nullstellensatzes. Sei g(x) = f(z) — u. Dann ist g stetig auf [a, b]
mit g(a) < 0 und g(b) > 0. Nach dem Nullstellensatz existiert ein € (a,b) mit g(§) = 0, i.e. f(§) = u.
O

Satz 2.6 (Satz vom Maximum und Minimum). Sei f : [a,b0] — R stetig. Dann nimmt f an
wenigstens einer Stelle £ € |a,b] ein Mazimum (Minimum) an. Dabei ist das Mazimum durch

SUPgeap () (das Minimum durch inf,c(,y f(z)) definiert.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir das Maximum. Der Beweis fiir das Minimum folgt analog. Da
die Funktion im gesamten (abgeschlossenen!) Intervall definiert ist, ist ihr Bildbereich f([a,b]) eine
beschriankte Menge und besitzt demnach ein Supremum, d.h. es gilt f(z) < M fiir alle x € [a, b] mit
M = sup,cq ) f(2). Dadurch existiert dann eine Zahlenfolge z, € [a, ], so dass limy, o0 f(75) = M.

2.2. Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Veranderlichen

In der Physik wollen wir untersuchen, wie sich Funktionen in kleinen Umgebungen eines beliebigen
Punktes im Definitionsbereich der Funktion &ndern. Die gesuchte Funktion f’(z) beschreibt dann
kleine Anderungen um Az = z — zg fiir f (z), sodass der mogliche Fehler von zumindest quadratischer

Ordnung in Az ist

f@+ Az) = f(2) + f'(z)Az + O((Ax)?). (2.13)
Das ist eine lineare Naherung. Indem man Af(z) = f(z + Az) — f(x) einfithrt, bedeutet dies
Af(x) = f'(x)Az 4+ O((Ax)?), (2.14)
Af(z
1) i) = o)) (2.15)

Der Bruch Af/Ax ist der Differenzenquotient. Im Limes Az — 0 verschwindet die rechte Seite
von Gl. (2.15), da lima,—0 Az = 0.

Definition 2.7. Die Ableitung der Funktion f an der Stelle xq ist dann definiert als

fim 2@ g, SEHAD) 2 J@) %f(xo), (2.16)

Az—0 Az Az—0 (x4 Azx) — =z

vorausgesetzt, dieser Grenzwert existiert. Der Bruch df /dx ist der Differentialquotient. In dem
Fall heisst die Funktion f differenzierbar an der Stelle xq. Sie heisst differenzierbar in einem Bereich
D' C D falls f'(x) in jedem Punkt x € D' differenzierbar ist.

Wichtige Beispiele sind:
e f:R — R mit f(x) = ¢ = const. Dann gilt fiir jedes zp € R

Fon) — tim T@) = F@0)

T—TQ Tr — X

=0 (2.17)

Die konstante Funktion ist also in ganz R differenzierbar und ihre Ableitung verschwindet.
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Figure 5: Graphische Darstellung der Ableitung.

o f:R — R mit f(z) = 2. Dann folgt

T — X0

f'(z0) = lim = lim 1=1. (2.18)

T—x0 T — LL’O T—T0

e f:R = Rmit f(z) =22

2 .2 B
r—xr0 T — ﬂj‘o T—T0 €T — ,CUO T—rT0
e f:R— R mit f(x) = ax"
n—Terme
no__ n _ n—1 n—2 . n—1
f(x9) = lim | R T (@ = zo) (@™ +a" a0t ) =anzf~t. (2.20)
T—=x0 T — X T—x0 T — X0

o f:R — Rmit f(z) =) ,a,z". Die Ableitung eines Polynoms ist wieder ein Polynom und
somit ist ein Polynom beliebig oft differenzierbar (mindestens zur Ordnung m):

flao) =D nanzg". (2.21)
n=0

Die Ableitung besitzt auch eine geometrische Bedeutung. Betrachten wir dazu den Graphen
einer Funktion y = f(z). Dann bedeutet [f(z) — f(x0)]/(z — xo) die Steigung der Sekante durch die
Punkte [z, f(z)] und [z, f(z0)]. Die Ableitung ergibt, falls sie existiert, entsprechend die Steigung der
Tangente an die durch den Funktionsgraphen gegebenen Kurve am Punkt [zg, f(zo)]. In der Physik
wird oft auch df/dt =: f fiir Zeitkoordinaten verwendet.
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2.2.1. Ableitungsregeln

Die Ableitung kann immer folgend der Definition bestimmt werden, aber in der Praxis werden Regeln
bestimmt, die einmal bewiesen werden. Dabei nehmen wir an, dass alle beteiligten Funktionen im

Punkt x¢ ihres Definitionsbereichs differenzierbar sind.

Summenregel. Die Ableitung ist eine lineare Operation ist, d.h. fiir beliebigen Funktionen f, g,

die bei zq differenzierbar sind und a,b € R gilt

2 (@f)wo) = af'(z0), (222)
S+ )(w0) = I'(ao) + o/ (a0), (223)
L (af +bg)ao) = af(x0) +bg' (o). (221)

Beweis. Zum Beweis der allgemeinsten Form, ndmlich Gl. (2.24), miissen wir wir den entsprechenden

Limes betrachten,

af(x) +bg(z) — [af(xo) + bg(zo)]

dx ) T — xq
e [05G) = (o) | b(e) — by(ao)
) T — T T — To
= af'(z0) + bg'(z0) - (2.25)
Produktregel.
S (Fg)wo) = wo) x g(zo) + (o) x o (z0). (2.26)

Beweis. Wir verwenden die Definition der Ableitung (2.16) und addieren im Nenner 0 = g(zo +
Ax)f(xo) — g(xo + Ax) f(z0)

%(fg)(:no) _ AEBO f(zo + Az)g(zo ZUCAUC) — f(z0)g(xo)
= lim [f(zo + AZ(;) - f(xo)]g(xo + Az) + f(zo) [g(zo + AAJ:; — g(x0)] 227

Nun ist eine Funktion, die in zg differenzierbar ist, dort auch stetig, und damit ergibt sich aus (2.27)
im Limes Az — 0 die Produktregel (2.26).

Um zu zeigen, dass eine in zg differenzierbare Funktion f auch stetig ist, gehen wir auf die
Definition des Limes 2.1 zurtick. Da f in zg differenzierbar ist muss der Grenzwert lima,_.q %
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existieren. Demnach gibt es zu jedem e > 0 ein . > 0, so dass

f(zo + Az) — f(z0)

AL — f(z0)| <€ falls |Az| < de. (2.28)
Wir kénnen nun diese Ungleichung mit |Az| multiplizieren:
|f(xo + Az) — f(w0) — Az f'(x0)] < €|Az]. (2.29)

Fiir Az — 0 strebt die rechte Seite der Ungleichung sowie Az f’(xo) unter dem Betrag auf der linken
Seite gegen 0. Damit ist aber

lim |f(zo+ Az) — f(z0)] =0 & lim f(xg+ Ax) = f(xo), (2.30)
Az—0 Ax—xo
d.h. f ist an der Stelle z stetig (der Grenzwert existiert). O

Kettenregel. Seien f und g Funktionen, wobei g bei xp und f bei g(xg) differenzierbar seien, dann
gilt

2 g1 (o)l = ' (zo)) (o). (231)

(g0 f)lwo) =

Beweis. Wir verwenden die Definition der Ableitung (2.16) und erweitern mit der Einheit 1 = (f(zo+
Ax) = f(x0))/(f(xo + Ax) = f(x0)):

i(g<>f)(:co): i I (@0 + Az)] — g[f(z0)]

dx Az—0 Az
i OG0+ AD)) — glF(w0)] £wo + Ax) — f(wo)
Az—0  f(xg+ Az) — f(xo) Az
v 9(yo + Ay) — g(yo) fzo + Ax) — f(z0)
= Ay Az ’ (2:32)

wo wir f(xg) =: yo und f(zo + Az) =: yo + Ay definiert haben. Da nach der gerade durchgefiihrten
Uberlegung ¢ an der Stelle z stetig ist, folgt daraus fiir Az — 0 die Kettenregel (2.31).

Quotientenregel. Wenden wir weiter die Produkt- und die Kettenregel auf die Funktion f/g =

f+1/g an, wobei f und g in z¢ differenzierbar und g(xg) # 0 sei, erhalten wir die Quotientenregel
d (f(l’o)) _ f'(=0)g(x0) — f(x0)g' (x0)
dz \ g(zo) 9*(wo)

(2.33)

Beweis. Wir verwenden hintereinander die Definitionen der Produkt- (2.26) und Kettenregel (2.31)
d (flzo)) _ d 1\ _ f(=o) d
(2 = & (o) = L0 ) S o)

g(o) o) g(o)
_ S'wo) 9 (o)
ED) f 0)92(1’0)' (2.54)

1

wobei mit ¢~ = 1/¢ und nicht die Umkehrfunktion gemeint ist.
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Differentiation der Umkehrfunktion.

—1v/ N 1 N 1
W= 56 T (2.55)

Dazu betrachten wir noch eine Funktion f : I — R, die in einem Intervall I strikt monoton ist, d.h.
es gilt fir alle 21 < x9 € I stets f(z1) < f(x2) (strikt monoton wachsende) oder f(x;) > f(x2)
(strikt monoton fallende) Funktion. Es ist dann klar, dass in diesem Intervall die Zuordnung
des Funktionswertes y = f(z) zum Bildpunkt = umkehrbar eindeutig ist, d.h. zu jedem Wert y
im Wertebereich der Funktion existiert genau ein x € I mit f(x) = y, d.h. diese Gleichung ist
eindeutig nach = auflésbar. Dies ermoglicht die Definition der Umkehrfunktion der Funktion f:
f~Y: f(I) = I. Dabei ist f(I) = {yles gibt ein 2 € I mit f(x) = y} die Wertemenge der Funktion
f- Wir nehmen nun an, die Funktion f sei differenzierbar im Intervall I.

Beweis. Aufgrund der Definition der Umkehrfunktion gilt fiir alle x € T
(fro @) =ff@)]==. (2.36)

Da die rechte Seite differenzierbar und auch f differenzierbar ist, ist demnach auch f~! differenzierbar
und nach der Kettenregel gilt

@) = Y@ @) =1= o, (237)
1y 1
@) = (2.35)

Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir die Ableitung der Umkehrfunktionen monotoner Funktionen finden,
wenn wir die Ableitung der Funktion selbst kennen. Das erkennt man einfacher, indem man y = f(z)
und z = f~!(y) schreibt. Dann ergibt Gl. (2.38) wiederum die zu zeigenden Gl. (2.35).

Beispiel 7. Betrachten wir als Beispiel f(x) = 2. Setzen wir dann y = f(x) = 22, folgt x = VY
(fir y > 0). Mit Gl. (2.35) folgt daraus
d 1 1 1

WY P Ay =

Nennen wir jetzt y wieder x, folgt die Ableitungsformel fiir die Wurzelfunktion

d / 1
PG (2.40)



Beispiel 8. Differentiation von trigonometrischen Funktionen. Dazu verwenden wir die Definition

der Ableitung (2.16)

. . sin(x 4+ Ax) —sinx
—sinz = lim
dx Az—0 Ax

sin z cos Ax + cos x sin Ax — sinx

= |
A;Bo Ax
. sinz(cos Ax — 1) + cos z sin Ax
= lim
Az—0 Az
) . . cosAz —1 . . sinAx
= lim sinz lim ———— + lim cosx lim
Az—0 Az—0 Ax Az—0 Az—0 Az
= (sinz) x (0) 4+ (cosx) x (1) = cosz, (2.41)

wobei wir im zweiten Schritt das trigonometrische Additionstheorem (1.58) verwenden.
Dasselbe konnen wir auch tber die Reihendarstellung aus Gl. (1.45) und der individuellen Differen-

tiation der Polynome zeigen,

00 00
2k+1 Z2k

d d
4z ST = @Z T - Dk Dy

k2 cosz. (2.42)

I
—
|
—_
SN—
—
[\
NA
~—

k=

o

was wiederum Gl. (1.44) entspricht.

Aus den obigen Regeln und den Definitionen der entsprechenden Funktionen, erstellen wir folgende

Ableitungsliste:
d d . d .
@C—O asmhx—coshx @smx—cosx
d d
aex:e“’c acoshx—smhx @cosx— —sinz
d d 9 1 d 9 1
£1n|m|:5 @tanhmzl—tanh T= o atanle—i—tan =g
im’“‘ Y iarsinhac = # i arcsinz = #
Az M dz T VIt a2 dz T /12
d d 1 d 1
@ef(z) = f'(z)e/®  ——arcoshz = TaT qp recosz = e
d f(x) d 1 d 1
e In|f(z)| = o) gartanhx =12 P arctan x = 522 (2.43)



a C1 C2 b

Figure 6: Graphische Darstellung des Sates von Rolle mit zwei Extremstellen f(c1) = f(c2) = 0.

2.3. Hauptsatze der Differentialrechnung

Referenzen: [1] Abschn. (4.1), [2] Abschn. A.6.3.
Globale Eigenschaften von differenzierbaren Funktionen kénnen oftmals durch lokale Eigenschaften,
wie der Ableitung, beschrinkt werden. Die folgenden Sétze sind die Grundlage zur Minimierung,

Maximierung und Kurvendiskussion von Funktionen.

Satz 2.8 (Satz von Fermat). Sei f : [a,b] — R an x¢ € (a,b) differenzierbar. Hat f an der Stelle
xq ein lokales Maximum oder Minimum, gilt notwendigerweise f'(xo) = 0.

Beweis. Fiir ein lokales Maximum beweisen wir dies, indem wir die Folgen (z,,) und (z,) betrachten,

wobei gilt
1 1
xn:xo—i—ﬁ, a:;l:xg—ﬁ. (2.44)
Hat f an xg ein lokales Maximum, dann gilt
L1y
(o) = i H0T) IO
n—oo E
1y _
o) = lim &0 ")1 f@) . (2.45)
n—o0 _ﬁ
Damit ist f'(z9) = 0, da dies fiir alle f’(z) # 0 einen Widerspruch zur Folge hat. O

Satz 2.9 (Satz von Rolle (Michel Rolle 1652—-1719)). Sei f : [a,b] — R stetig auf x € (a,b)
differenzierbar. Gilt dann f(a) = f(b), existiert mindestens eine Stelle £ € (a,b) mit f'(£) = 0; cf.
Abb. 6.
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Figure 7: Beispiele fiir den Satz 2.10 Ein (links), zwei (mitte), unendlich viele Stellen fiir .

Beweis. Ist f(x) = const, ist die Behauptung trivial, denn dann ist f/(z) = 0 fiir alle x € (a,b).
Falls dies nicht der Fall ist, gibt es wenigstens eine Stelle xg mit f(xg) > f(a) = f(b) oder f(zg) <
f(a) = f(b). Da die Funktion f in dem abgeschlossenen Intervall [a,b] voraussetzungsgemaéss stetig
ist, nimmt sie nach dem Satz vom Maximum und Minimum (cf. Satz 2.6) irgendwo in diesem Intervall
das Infimum f(§) = inf,c[qy f(z) oder das Supremum f(§) = supgejqp) f(#) ihres Bildbereiches an.
Im ersten Fall muss offenbar das Supremum und im zweiten Fall das Infimum an wenigstens einer
Stelle £ im offenen Intervall (a, b) angenommen werden, d.h. es liegt zumindest ein Extremum in (a, b)
vor, und nach dem eben bewiesenen Satz 2.8 ist f'(£) = 0.

Satz 2.10 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es eine Stelle £ € (a,b) mit, cf. Abb. 7

f(0) — f(a)

D . (2.46)

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Rolle.

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle 2.9 auf folgende Funktion an:

f(0) — f(a)

g(a) = fla) - L0 ) (2.47)

Diese Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Da f auf [a, b] stetig und auf (a, b)
differenzierbar ist, gilt dies sicher auch fiir g. Ausserdem ist g(a) = g(b) = f(a). Folglich gibt es eine
Stelle £ € (a,b) mit ¢’'(§) = 0. Nun ist aber

(2.48)
O

Folge 2.10.1. Man kann folgende Uberlegungen anstellen:
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(i) f sei differenzierbar und monoton wachsend auf |a,b[. dann ist f'(x) > 0Vx €]a,b]. Aus dem
ersten Mittelwertsatzes (2.46)

f(b) = fla) = f'(§) (b—a), (2.49)

folgt daher, dass f'(§) > 0 Gleichsam fiir monoton fallende Funktionen.

(ii) Es gebe eine Unsicherheit in der Lagebestimmung des Messgerits, i.e. in der Koordinate Ax.
Dies fiihrt zu einem systematischen Fehler im Messwert: Af = f'(zo)Ax.

Satz 2.11 (2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Cauchy 1789-1857)). Seien die Funk-
tionen f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert mindestens eine Stelle
¢ € (a,b) mit

gL (6) = fla)] = f(&)g(b) — g(a)]. (2.50)
Ist weiterhin ¢'(x) # 0 auf (a,b), so ist g'(§) # 0 und g(b) # g(a), und es folgt
f®) = fla) _ f'(§)
90) —g(a) 7O 231
Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle 2.9 auf folgende Funktion an:
C(x) = g(@)[f(b) = fla)] = f(2)[g(b) — g(a)],
¢(b) = g(O)[f(b) — fla)] = f(b)[g(b) — g(a)] = —g(b) f(a) + g(a)f (D),
¢(a) = g(a)[f(b) = f(a)] — f(a)lg(b) — g(a)] = +g(a)f(b) — g(b)f(a) = C(b),
= (&) =g @)[f(b) — f(a)] = f'(2)[g(b) — g(a)] = 0 (2.52)
O

Satz 2.12 (Regel von de I’Hospital (Marquis de I’Hospital 1661-1704)). Seien die Funktio-
nen f und g (geeignet) differenzierbar auf und gelte lim,_,, % =1 mit lim,_,, ¢’'(x) # 0. Dann folgt
aus limy_,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0 oder oo, die Aussage

T ACO N CO N

2.
z—a g(x)  z—a g'(x) (2.53)
Beweis. Laut erweitertem Mittelwertsatz 2.11 mit f(a) = g(a) = 0 gilt:
f) _ 19 .
—L = , mita<&<b. 2.54
o) ~ 90 220

Jetzt betrachtet man b — a™, was wiederum & — a™ inkludiert.
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Die Regel von de ’'Hospital erleichtert in vielen Féllen die Bestimmung eines Grenzwertes. Hat man
nach einmaliger Anwendung wiederum einen unbestimmten Ausdruck, kann der Satz wiederum auf

die Funktionen f'und ¢’ angewendet werden, sofern die entsprechenden Voraussetzungen vorliegen.

e Grenzwerte der Form (2) oder (0 x oo) kénnen genommen werden, weil sie in die Form (3)

tibergefiithrt werden kénnen:

1 —g'(z)
lim —f(x) = lim 9(z) (259) lim THOR lim g'(z) ()
T—a Toa o z—a —f'(z z—a f' 2 ’
Thgle) T ow gy amefGl e (o) (a)
_g(z) f(z)
1= lim & (2.53). 2.55
M @) o) < (259)
e Die Aussage gilt auch, falls a = +oo ist. Wir setzen z = i und erhalten
1 r(1y(_,2 1l '
lim f@) = lim f(g) @33 Jim M = lim / (31/) = lim f/(x) (2.56)
s g(a) ~um0t g(b) T pmor gAY (—y?) w0t g(3) e g'(a)

e Ausdriicke der Form f(z)9(®) = (1%°),(0°), (0c?) kénnen durch lim f(2)9®) = lim e9® 0 f(2) —
elimg(@) Inf(2) auf zuvor diskutierte Fiille zuriickgefithrt werden.

e Ausdriicke der Form f(z) — g(x) = (00 — 0c0) musSsen zuerst in eine der zuvor erwéhnten Formen

gebracht werden, um damit weiter arbeiten zu kénnen.

Beispiel 9. Grenzwerte der Form (%); cf. Bsp. 4:

lim 2% — fim $BF (2.57)
z—0 T z—0 1
In(1 !
i DUHD) o Tew g (2.58)
x—0 xr z—0 1

Beispiel 10. Der Logarithmus wdichst bei x — 0 langsamer als jede Potenz fiir n > 0:

Inz (2. 1 n
lim 2" e = lim —— GO i g T =0. (2.59)
z—0+ a—0t 77 a—0t —nx"Tl g0t n
(0xo0) (2)

Beispiel 11. Die Ezponentialfunktion wdchst bei x — oo schneller als jede Potenz:
n n—1
lim — = lim & =...= lim = =0. (2.60)

z—o00 ex rz—o0o0 el z—o00 ¥

2.4. Begriffe der Differentialrechnung

Referenzen: [1] Abschn. (4.2-3),
Falls eine Funktion, y(x), als Losung der Gleichung F'(z,y) = const. definiert wird, nennt man sie eine
implizite Funktion. Die explizite Losung y(x) ist eine explizite Funktion.
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Partielle Ableitung. Funktioniert gleicht der “Ableitung nach einem Parameter”, ist aber sym-
metrisch mit Bezug auf alle Variablen, die als Koordinaten betrachtet werden:

of(x,a)
ox

of(x,a)
Oa

_4f
T de
_ 4f
" da

Beispiel 12.
f(z) = az?, = =

Implizite Differentiation.

b
a=const.

x=const.

(2.61)
(2.62)
of
= z? (2.63)

0 = AF=F(z+ Az,y(xo + Az)) — F(x0,y(z0))
0 = Fluot Az y(zo + Ax)) — Flzo,y(zo + Ax)) | Flao, y(wo + Az)) — F(wo, y(w0))
Az Ax
Az—0 OF  OF Oy
Tl 2.64
or Oy Oz’ (2.64)
wo wir im letzten Schritt die Kettenregel 2.31 verwendet haben. Daraus folgt, dass
oy %&£ OF
y
Beispiel 13.
2 2 2 21‘_% Y %
F(m,y)_aj§ +y3 =a3, y/(q;):—g T :—(—) . (266)
3y°° v
Beispiel 14.
d 12 1
c:}mUQ, v = %, —v:—f\/?:—fg, (2.67)
m dm 2 ms 2m
1, dv gl 02 1w
== — =g = - _— 2.
Fv,m) 2" dm or muv 2m (2.68)
Ho6here Ableitungen.
82f am+nf aZf
AV Y/ (2) (n) (n—1)\/ v 5 ' 2.
Py == ! (f )V Oxda’ dxmda™’ dDadx (2.69)
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2.5. Taylor Entwicklung

Referenzen: [1] Abschn. (1.2), [2] Abschn. A.7.6.

Die Kenntnis von f’ liefert gewisse Riickschliisse auf die Funktion f selbst, z.B. Monotonie, mogliche
lokale Extrema. Die Kenntnis von f” liefert dartiberhinaus eine Information, ob dieses Wachsen bzw.
Fallen von f’ zunimmt oder abnimmt. Dies fithrt zur Uberlegung, ob bei Kenntnis aller Ableitungen

an einer Stelle zg die Funktion global oder zumindest auf einem Intervall rekonstruierbar ist.

Sei f : D — R mit offenem Definitionsbereich D C R eine Funktion, fiir die f in einem
abgeschlossenen Intervall I C D stetig und daher mindestens (n + 1)-mal (n € {0,...,n}) stetig
differenzierbar sei. Sei a € D. Wir suchen dann eine Naherung von f durch ein Polynom n-ten
Grades fiir Argumente “in der Nahe” von a. Sei z € I. Dann gibt es Koeffizienten ¢; € R, so dass

f@)=> er(z —a)f + Ru(z,0a). (2.70)

k=0

Der erste Term ist das “Taylor Polynom” und der zweite Term das “Lagrange-Restglied”, fiir das gilt
Ry(7,a) = O[(x — a)"*1] und daher

lim Bn(z,a) (2, a)

A e e = const. (2.71)

Um die Koeffizienten ¢, in (2.70) zu bestimmen, leiten wir diese Gleichung k-mal (k € {0,1,...,n})

ab und setzen danach x = a:

d* )
Lr@| = 9 (a) = ke (272)

r=a

denn wegen (2.71) verschwindet die k-te Ableitung des Restglieds fiir x = a. Damit wird

(g
f@ =3 LD @ a4 Ry(ea), (273)
k=0

Dies ist die Taylorsche Formel:

n k)
Th(z,a) = / k'(a) (x —a)k heisst Tyalorpolynom n-ter Ordnung, (2.74)
k=0 '
A (3 n+1 : :
R, (x,a) CES] x—a) heisst Restglied nach Lagrange . (2.75)
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Beweis. ObdA sei x > a, und x fest. Betrachte die Hilfsfunktion und deren Ableitung an &

n ) R
ot = £0) = 3 @ - - m = (2.76)
k=0
n k1) n gk JRPATS
70 =0- L -0t 3 e e
k=0 k=1
n (k+1) n—1 (k+1) — n
k=0 k=0
_ SO g8 (277)

mit ¢ € [a, x] wobei m = m(z, a) so gewéhlt wird, dass g(a) = 0. Nachdem auch g(z) = 0 ist, sind die
Voraussetzung des Satzes von Rolle 2.9 erfiillt, daher 3¢ € (a,z) mit ¢’(§) = 0. Sodass aus (2.77) folgt
m = f(+1(¢), das nun dem Lagrangeschen Restglied entspricht. Setzt man nun in g(t) fiir ¢t = a, so
erhalten wir die Taylor-Formel. O

Falls nun f im Intervall (a,z) bzw. (x,a) sogar beliebig oft stetig differenzierbar ist und ein S > 0
existiert, so dass [f("*1D(€)| < S fiir alle € € (a,z) baw. & € (z,a) ist, folgt aus (2.75)°

n7—>0 fir n— oo, (2.78)

dass das Restglied verschwindet. In diesem Fall besitzt f die Taylor-Reihe

© k) (g > (z—a)k
o= 5 250 S () -], @

k=0 k=0
wobei wir im letzten Schritt die Exponentialfunktion des Differentialoperators durch eine formale
Reihe schreiben konnten.

Beispiel 15 (Geometrische-Reihe).
oo

=Y 2F=1+a422+2°. .. fiir |z| < 1. (2.80)
k=0

1
1—=x

Beispiel 16 (Exponentialfunktion). Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(z) = exp(x)
uma=20. Da
FED (@) = exp(x), (2.81)

diese Funktion die Bedingungen fir die Taylor-Entwicklung fiir jedes x € R erfillt, gilt
fl@)y=>" R (2.82)
k=0
3Um zu zeigen, dass fiir beliebige y > 0 limp— oo y™/n! = 0 gilt, bemerken wir, dass fiir n > 2y und N € N die

Abschitzung 0 < y™ ™ /(n 4+ N)! < ¢y /((2y)"n!) = y™/n!(1/2)" gilt. Der letzte Ausdruck strebt aber fir N — oo
gegen 0 fiir fixes n.
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Beispiel 17 (Sinus). Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(x) = sin(z) um a = 0. Da

f(z) =sinx, f'(z) = cosx, f"(z) = —sinz, e (2.83)
gilt also
FER0) =0, V(@) = (=), ke{0,1,2,...}. (2:84)
Die Taylor-Reihe fiir den Sinus ist also
. 2?2 — (=D o

Es ist klar, dass wegen —1 < sinx <1 und —1 < cosz < 1 aufgrund der Restgliedformel die Taylor-
rethen des Sinus (2.85) als auch des Cosinus sicher dberall in R und tatsichlich gegen sinz bzw. cosx
konvergieren.

Gleichsam findet man die Reihendarstellungen von exp(x),sinh(z),cosh(z),sin(x),cos(z) ,.

Beispiel 18 (Logarithmus). Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(z) = In(14+x) um a = 0.
Da f(x) beliebig oft differenzierbar auf (—1,00) ist fir alle k € N, folgt

1 (k= DU(=DF1 ) (=1

f@) =W +2), fl@)=1—, M@= Trgb o T — o (280

Mit f(0) =0 gilt dann fir x € (—1,00) die Taylor-Reihe fir den Logarithmus

n (_1)k+1
To(2,0) = > * firn — . (2.87)

k=1
Beispiel 19 (Binomische Reihe). Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(x) = (14 x)* um
a=0 firp e R und x € (—1,1). Da f(x) beliebig oft differenzierbar auf (—1,00) ist fur alle k € N,
folgt

f@)=0+o)", Py =pp—-1) ... (b —k+1)Q+2)"", $f<k>(0):<ﬂ

2.

k! k‘> o (288)
wobei der Binomialkoeffizient (1) = w Mit f(0) =1 folgt dann fir |x| < 1 die Binomis-
che Reihe

To(z,0)= > (‘]:) 2F firn — oo, (2.89)
k=0

Beispiel 20. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(x) = arctan(z) um a = 0. Die Reihen-
darstellung folgt aus Gl. (2.43)

o0

d arctan x 1
dz 1+ 2 v k—O( )z ( )
3 2b (—1)]C 2%
tan(z) =z - o+ o =Y +1 2.91
arctan(z) = x 3 3 2.3 7 ; (2.91)

wobei wir im letzten Schritt die Terme individuell integriert haben.
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w""
N

—exp (-7

Figure 8: Gegenbeispiel fiir eine Taylor-Reihe.

Beispiel 21. FEs gibt auch Gegenbeispiele zu konvergierenden Taylor-Reihen. Dazu betrachten wir

f(z) = exp(—x—lg) um a = 0 wie in Abb. 8. Die Ableitungen an a =0 sind

fM0)=0  Vn. (2.92)

Daher konvergiert die Taylor-Reihe zwar formal mit Y 32 %xk = 0, aber das Ergebnis ist nicht richtig,
weil das Restglied nach Lagrange R, bei n — oo nicht unterdrickt wird:

O = (55— 5) (@)
@) = (- + 5) 1),
£ (z) = ( . (Z:é)!)f(x), (2.93)

o= (e = (o G0 gy = (v () ) g0 o

wobei der letzte Ausdruck fir n > 0 wdchst da % >1 weila < & <x.

2.6. Uber die Konvergenz von Reihen

Satz 2.13. Falls eine Funktion durch eine Reihe definiert ist, i.e. f(z) = reock(x—a)¥, dann stellt
diese Reihe auch die Taylor-Reihe um den Punkt x = a dar.
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Beweis. Die Koeffizienten der Taylor-Reihe sind r* ( ). Daher ist

f()—co—l—cl(m—a)—i—cQ(x—a) +03(x—a)3+... f(a) =co,
f’(m) c1 + 2ca(x —a) +363(:c—a)2 +... f(a) =c1,
(w) 2¢o + 6c3(z —a) + ... f(g)(a) =2lcy
3 (2) = 6e5+ ... 3 (a) =3les, (2.95)
wodurch ¢ = % Es spielt daher keine Rolle wie die Reihendarstellung konstruiert wird.

Zur praktischen Analyse der Konvergenz von Reihen kann man sehr oft das Quotientenkriterium
heranziehen. Dazu seien

x) = Z cr(x — zo)¥ (2.96)

)k+1
k

Ck+1($ — o) ‘ _ ’CkJrl(x — X (2.97)

cr. (x — x0)

wobei p auch Konvergenzradius genannt wird. Demnach ist die Reihe konvergent, falls der Gren-

pr(T) = }

zwert lim, oo frn(x) existiert und sei p(x) = limy_,o pr(z), falls existent. Dann gilt

plz) <1 die Reihe ist absolut konvergent ,
p(x) =1 keine Aussage moglich (kann konvergieren falls das Vorzeichen alterniert) ,
p(x) >1 die Reihe ist divergent . (2.98)

Die Werte von z mit p(x) < 1 bilden den Konvergenzbereich. Ist der Limes p(z) = 0, bedeutet
dies, dass die Potenzreihe fiir alle € R konvergiert.

Beweis. Beweis der Konvergenz. Falls p(z) < 1 dann J kg sodass pg(z) <0 < 1V k > ky. Dann gilt:

ko n
fu@) =) enl(x — zo)" + > crlw —wo)* , (2.99)
k=0 k=ko+1
endlich

| 2 k=g 1 ek (@—20) ¥ ISR g 11 ek (z—20) "]
wobei wir den zweiten Term mittels der Dreiecksungleichung aus Fn. 2 nach oben hin abschatzen

konnten. Da aber laut Gl. (2.97) jeder Summand auf den ko-Term zuriickgefithrt werden kann folgt,

dass
n

> len(x = z0)"| < Jex(a — 20)*0)(5 + 6%+ 6% +...) (2.100)
k=ko+1
Dies ist aber wiederum die Geometrische Reihe die fiir § < 1 konvergiert und somit auch einen
endlichen Beitrag zu f,(x) ergibt.

Mit absolut konvergenten Reihen kann man in der Regel genau so umgehen wie mit Polynomen.
Reihen konnen umgeordnet, dividiert, multipliziert und die Ordnung von Ableitungen (Integration)
und Summierung vertauscht werden i.e. % Spck(@ —x0)* =Y, erk(x — x20)F L
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a Azr— po— b a 5 b
Figure 9: Links: Integration im Intervall (a,b) mit endlicher Intervallsegmentierung. Rechts: Beispiel

zum Mittelwertsatz der Integralrechnung 2.18.

2.7. Hauptsatze der Integralrechnung

Referenzen: [1] Abschn. (5.1.1), [2] Abschn. A.7.1-2.

Die Integralrechnung ist, in gewissem Sinne die Umkehrung der Differentialrechnung. Sie beschéftigt
sich generell mit dem geometrischen Inhaltsbegriff (Bogenlénge einer Kurve, Flacheninhalte von Fléachen,
Volumen von Koérpern) und ist daher eng mit der Mafltheorie verkniipft. In dieser Vorlesung behan-
deln wir nur das Riemann-Integral. Fiir an der modernen Lebesgue-Integrationstheorie Interessierte

sei auf [5] verwiesen, wo man eine Darstellung findet, die nicht die allgemeine Mafitheorie voraussetzt.

Definition 2.14. Sei f(x) stetigV = €]a,b[. Die Stammfunktion bzw. das unbestimmte Integral
von f(x) ist eine stetige und differenzierbare Funktion F(x), die die Differentialgleichung

F'(z) = f(z) Vaz€lab|, (2.101)
erfillt.

Das Ziel der Integralrechnung fiir reellwertige Funktionen einer reellen Variablen ist, anschaulich
formuliert, die Berechnung des Flacheninhaltes unter der Kurve der Funktion f : [a,b] — R, wobei
[a,b] C R ein endliches Intervall ist. Zunéchst setzen wir nur voraus, dass die Funktion f beschrénkt
sei, d.h. es gibt Zahlen m und M, so dass m < f(z) < M fir alle x € [a,b]. Um den Flacheninhalt
zu bestimmen, wird das Intervall [a, b] in n Teilintervalle [z;_1,2;] mit j € {0,1,...,n} zerlegt, wobei
a=x9 <1z <...<axp,=>ist und die Funktion durch eine entsprechende Treppenfunktion zu
approximieren. Dabei ist eine Treppenfunktion eine Funktion, die auf jedem Teilintervall [z;_1, z;]
konstant ist.

Nun kann man fiir jedes Teilintervall das Infimum bzw. das Supremum der Funktionswerte in diesem
Intervall verwenden. Nach dem Satz vom Infimum und Supremum existieren ndmlich beide Grossen,
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weil voraussetzungsgeméss die Funktion f beschrankt ist. Dann bezeichnen wir als Unter- und
Obersumme der Funktion f bzgl. der Zerlegung [x;_1, ;] des Intervalls [a, b] die Gréssen

Su =Y (x5 —zj1) inf{f([zj-1,2])},

So =Y (w5 —wj—1) sup{ f([z;-1,2;))} . (2.102)

Der Flacheninhalt unter der Kurve fiir alle Zerlegungen des Intervalls [a, b] liegt stets zwischen diesen
beiden Werten und wir erhalten den Flacheninhalt, indem wir die Unterteilung immer feiner machen.
Die Anzahl der Intervalle n — oo, wobei zugleich max;cgy  ny (75 — w5-1) — 0 gehen soll. Der
Flacheninhalt existiert dann sicher, wenn S}, und S, gegen denselben Wert streben. Wir sagen dann,
die Funktion f sei iiber das Intervall [a,b] Riemann-integrierbar, und wir definieren das Integral

als den entsprechenden Grenzwert

b n=kmax
= i Az = i w = li o- 2.1
[ aas@ = jim, 2, flanho=lim 5, = lim 5 (2103)

Satz 2.15. Wir bemerken sogleich, dass wenn f,g : [a,c] — R dber die Intervalle [a,b] und [b,c]
Riemann-integrierbar sind, folgt dass folgende Integranden Riemann-integrierbar sind

b b b
/ dz[A1f(z) + Aag(z)] = )\1/ def(z) + )\2/ dzg(x), fir A, A2 € R, (2.104)

/ac drf(z) = /abdxf(:c) - /bcdxf(x), (2.105)

/bdxf(:c):—/adxf(x), fira <b, (2.106)
a b
/b dzA = (b—a)Ay, fira <b, (2.107)
adxf(:z:) =0. (2.108)

a

Beweis. Die Beweise folgen aus der Additividt der Definition (2.103):
b kmax
/a dzh = lim ; Flap) Az = Algigo{Alk:maxAx} = Alirgo{)\l(b— a)}. (2.109)

Satz 2.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Nach dem vorigen Abschnitt
kénnen wir fir eine auf [a,b] stetige Funktion f die Integralfunktion

F(x) = /95 da' f(2), (2.110)

a
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definieren. Der Hauptsatz der Analysis besagt, dass dann F' eine auf [a, b] differenzierbare Funktion
ist und folgende Differentialgleichung erfillt (cf. (2.101))

Fl(z) = f(). (2.111)

Beweis. Offenbar ist fir Az > 0

Fla+ Ax) — F(a) = | / e / x]dx’f(a;’) = / L / a}dx’f(x') - / T @) (2.112)

Seien nun
m= inf  f(2)), M= sup f(2). (2.113)
' €[z, z+Ax] ' €[z, x+Ax)
Beide Werte existieren, und es gibt nach dem Satz vom Maximum und Minimum 2.6 (Bolzano-
Weierstrass), Zahlen £, ., &, € [z, 2 4+ Az], so dass m = f(£a,) und M = f(&,,). Demnach ist
z+Azx

rz+Azx
| @) Pt s - Fa < [ de(eh). (2.114)

Nach Ausfiithrung der Integrale am Infimum bzw. Supremum (vgl. Gl. (2.107)) und der Division durch
Az, erhalten wir

Axf(€as) < F(z + Az) — F(z) < Azf(€x,)

flean) < TEEBD I pier ) (2115)

Fiir Az — 0 gehen nun {4, &5, — @ und wegen der Stetigkeit von f entsprechen f(§5,), f(§ar) —

f(z), womit (2.111) bewiesen ist. Analog gehen wir fiir Az < 0 vor indem wir Gl. (2.106) fiir allgemeine
Integrale benutzen. Dann miissen wir nur die obige Betrachtung fiir das Integral

/;+def(x) _ —/; dz f(z) (2.116)

+Ax
anstellen. Dann ergibt sich auch fiir den Grenzwert Az — 0 fiir Az < 0, dass F'(z) = f(z) ist. Damit
ist F' differenzierbar und besitzt die Ableitung F' = f fiir alle x € [a, b].

Definition 2.17. Wir bemerken noch, dass demnach fir jede Stammfunktion F : [a,b] — R wvon
f, gilt

b
/ dzf(z) = F(b) — F(a). (2.117)

Dabei heisst E Stammfunktion zu f, falls
F'(z) = f(z) (2.118)

gilt. Man bezeichnet eine beliebige Stammfunktion von f auch als unbestimmtes Integral und
schreibt

F(x) = /d$f(:c) +C, C = const. (2.119)
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Beweis. Die Eindeutigkeit der Stammfunktion bis auf eine additive Konstante ergibt sich, indem wir
annehmen, es existiert eine weitere Stammfunktion F(z) = F(z) + F(a). Da aber F'(z) = F'(z) =
f(x) und also F’(z) — F'(x) = 0. Nun muss eine auf [a, b] differenzierbare Funktion, deren Ableitung
tiberall im Intervall [a, b] verschwindet, konstant sein (vgl. Gl. (2.46)). Da F’(a) = 0 ist, gilt also die
Behauptung.

Satz 2.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ : [a,b] — R
mit p > 0 integrierbar. Dann gibt es eine Zahl § € [a,b], so dass

b b
/ def(2)p(z) = £(€) / dep(z) . (2.120)

Beweis. Nach den Satzen zur Riemann-Integrierbarkeit ist mit den obigen Voraussetzungen f¢ Riemann-
integrierbar. Da f auf dem abgeschlossenen Intervall stetig ist, existieren M = sup,cp, 4 f(z) und
m = inf (o) f(x). Da weiter ¢ > 0 ist, folgt mp(z) < f(x)p(z) < Mp(z), und damit

m/abdxgo(x) < /abf(x)<p(x) < M/abdwgo(x). (2.121)

Da auch ff dzp(z) > 0 ist, gibt es demnach eine Zahl p mit m < p < M, so dass

b b
/ dz f(z)e(x) :u/ dzo(x). (2.122)

Da f : [a,b] — R stetig ist, nimmt f die Werte m und M fir irgendwelche Werte &1,& € a,b]
tatsdchlich an: f(&) = m, f(§) = M. Wegen des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen 2.5 gibt
es eine Zahl & zwischen & und & mit f(§) = p. Wegen (2.122) ist damit der Zwischenwertsatz der
Integralrechnung bewiesen.

Fiir eine konstante Funktion ¢(z) = const. vereinfacht sich der Satz zu

b
[ dat@) = 10w, (2.123)
und der Beweis vereinfacht sich indem man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung 2.10 benutzt
b
[ dat(@) = FO) - Fla) = 'O - a) = £(©) b - a). (2.124)
O

2.8. Begriffe der Integralrechnung

Referenzen: [1] Abschn. (5.1.2)
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kénnen wir nun sehr viele Integrale berech-
nen, indem wir eine beliebige Stammfunktion zu der zu integrierenden Funktion suchen. Dalfiir
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gibt es einige Rechentechniken, die wir hier kurz zusammenfassen. Zunéchst kann man aus jeder
Ableitungsregel eine Integrationsregel herleiten. Dazu kdnnen wir zunéchst die Ableitungen der ele-
mentaren Funktionen aus Gl. (2.43) invertieren

xX x x
/ dy0=c / dy coshy = sinhx / dy cosy =sinx
xT X xX
/ dye¥ =¢” / dy sinhy = cosh x / dy siny = —cosx
o1 z 1 r 1
/ dy — = In|z| / dy ——— =tanhz / dy —5— =tanz
Y cosh”y cos* y
g 1 [f 1 g 1
dyyt = ——at / dy ——— = arsinhz / dy ——— = arcsinz
/ vy p+1 y\/1+y2 Y 1—9y2
/ dy f'(y)ef(y) = /(@) / dy ——— = arcoshz / dy ——— = —arccosx
y? - 1—y?
° ) ® 1 @ 1
dy =In|f(x)] / dy = artanhz / dy =arctanz (2.125)
/ f) 1—y? 1+y?

Hier haben wir die Notation [“dy f(y) = [F(y)]. = F(z) benutzt. Ableitungen von elementaren
Funktionen sind immer elementare Funktionen. Deren Integrale sind aber nicht immer elementare

Funktionen und werden haufig als spezielle Funktionen bezeichnet, e.g.

x
d
Lis(z) = —/ <y In(1 —y), r<l, Dilogarithmus, (2.126)
o Y
0 dy B )
Ei(z) = e Y, x>0, exponentielles Integral , (2.127)
Yy
mOO
I'(z) = / dyy®te v, x>0, Gammafunktion , (2.128)
0
2 o 2
erf(z) = — dye ™, x>0, Errorfunktion . (2.129)

Uneigentliche Integrale. Bislang betrachteten wir Riemann-Integrale f; dz f(z) unter den Vo-
raussetzungen, dass a,b endlich waren und f beschrénkt auf [a,b]. Wir suchen nun Erweiterungen
des Riemann-Integrals (falls moglich) auf unbeschrankte Integrationsintervalle bzw. auf unbeschrankte
Funktionen.

Konkret kénnen Integrale auch an a,b divergieren und/oder a,b bei oo liegen. Dann wird das
Integral als Grenzwert definiert, falls existent. Die Funktion f(z) ist dann integrierbar auf ]a,b].
Integrale die durch einen Grenzwert definiert sind, heissen uneigentliche Integrale.
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Figure 10: Beispiele fiir Uneigentliche Integrale aus Bsp. 22.
Beispiel 22.

1 1 1 d
/ dz Inz := lim dzr Inz = lim dx—{xlnx—x}
0

e—0 J, e—=0 J i
1
:nm[;plnx—x] :hm[llnl—l—elne—i—e} =1, (2.130)
e—0 € e—0
[o.¢] € € d
/ dre ™ := lim dre ™™ = lim dx—[—e_“’}
0 €00 Jo €—o0 J dx
= lim [—e*x]g = lim [—e* + 1} ~1, (2.131)
€—00 0 €—00

2.9. Integrations Methoden

Referenzen: [1] Abschn. (5.2-3), [2] Abschn. A.7.4
Aus allgemeinen Regeln der Differentialrechnung erhalten wir entsprechend Rechenregeln fiir unbes-

timmte Integrale.

Variablentransformation oder Substitution der Variablen. Die Kettenregel der Differential-
rechnung liefert die Substitutionsregel fiir Integrale. Sei ¢ eine differenzierbare [¢’' 3] und in-

vertierbare [p~! 3] Funktion.

[arsw=[7 Madoseo= ["alie = faso) R

fiir x = (t) lasst sich diese Regel leichter merken, wenn man formal dz = dtdz/dt schreibt. In vielen

Fillen ist die Form ¢ = ¢~!(x) leichter zu identifizieren.
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Beweis. Sei dazu F(z) eine Stammfunktion von f(x), und F(t) = F[p(t)], dann
d~ @3 d - dp(t) ,
GEO 2 TR0 = el

e 1(b) . 1
= [t oflel) = [FOI0 = FO) - F@), (2139

da F(¢™!()) = Fle(p™ (2))] = F(x).

Beispiel 23. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir einige Integrale

cb 1+cb
_ dt |
/d:n Fex)t = /(1+t)45é+t/ ds s*, (2.134)
C

a € 1+ca

/ q 1 t=y/TFy /VH 2tdt
X
a V1ity

Beispiel 24. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Aufgabe, die Fliche eines Halbkreises um den
Ursprung mit Radius v zu berechnen. Fiir den Halbkreis gilt x* + y? = r? bzw. y(z) = Vr? — 22 mit
x € [—r,r]. Damit ist die Fliche

(2.135)
Vita

T

A= dzv/r? — 22 (2.136)

T
Um das Integral zu berechnen, substituieren wir nun & = ¢(t) = rcost, t = ¢~ (z) = arccos £
Das Intervall [—r,r] wird dann umkehrbar eindeutig auf das Intervall t € [0, 7] abgebildet. Weiter
ist do = dt (—rsint). Fir x = —r ist offenbar eindeutig t = m und x = +r fir t = 0. Damit folgt

0 s
A= / dt (=rsint)\/r2 —r2cos?t = 7“2/ dt sin®t. (2.137)
™ 0

Um schliesslich dieses Integral zu berechnen, bemerken wir, dass
2 .2 . 2 .2 1
cos(2t) = cos“t —sin“t =1 —2sin“t = sin“t = 5[1 — cos(2t)]. (2.138)

Dies in (2.137) eingesetzt liefert

r2

A= ) /07T dt[1 — cos(2t)] =

t=
2 ™ 7T7“2

% [t - ;sin(2t)] =5 (2.139)

t=0

Partielle Integration. Aus der Produktregel der Differentialrechnung (2.26) folgt die Regel von
der partiellen Integration. Sei der Integrand ein Produkt zweier Funktionen, und sei eine davon
direkt als Ableitung erkennbar: f(z) = u(x)v'(z). Dann gilt:

/ " dyu(y)v' (y) = ulz)o() - / "y (g)oly) . (2.140)

Die Funktionen u und v miissen hierzu angemessen identifiziert werden.
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Beweis. Aus (uv)’ = v'v + v'u folgt

/ "y [u(n)v' (v) + ul) ()] 22 / "dy ddy [u(@)o(v)] = u(@)o(z), (2.141)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass wenn [“dy f(y) = F(z) und F'(z) = f(x), dass
Jfdy F'y) = [*dy & = F(a).

Beispiel 25. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir einige Integrale

/dylny:xlnaz—/ dyy%:xlnx—:p, u=Iny, v=y, (2.142)
x x d

/dyyexpy:xexpx—/ dyexpyd—y:(x—l)expx, U=y, vV=expy. (2.143)
Y

In der Tat findet man durch Ableiten, dass tatsichlich [(x —1)expx]) = expx+ (x—1)expz = zexpx
gilt. In der Tat folgt aus der Produktregel [x(Inz — 1) = (Inx — 1) + 2 /x = lnx. Weitere Beispiele
sind:

xX x
/ dy sin?(y) = —sinzcosz +/ dy cosycosy

X
:—sinmcosm—i—x—/ dy sin’ vy, u=siny, v=—cosy, (2.144)
o0 _ 1, e 1 [ L
In:/ dxz z"e ‘“”:—f[fvne ‘”]0 +/ dznz™ e”
0 a aJo
—_———
—0
n n(n—1) n! n! e~
:*nflzTIn72:antO:W, U:l‘n, V= — P (2.145)

Partialbruchzerlegung. Sei der Integrand von der Form %, wobei P und @ Polynome sind.

Falls Grad(P) > Grad(Q®), kann ein Teil von P(x) durch Division vereinfacht werden. Dann bleibt ein
Integrand mit Grad(P) < Grad(Q), tibrig. Die rationale Funktion ist dann,
P P
(x) _ () , (2.146)
Qx) (x—a)(z—=b"...(22+px+q)(x>+rz+s)™...

wobei die ersten Terme von Q(x) reelle Nullstellen und die letzteren Terme keine reellen Nullstellen

besitzen. Die Schritte sind wie folgt:

P(x) P(z) 1 Bx +C
Q(:c)_(:c—a)...(xQ—i-pm—i-q)..._(m—a)+ +(m2+pa:+q)+“" (2.147)
A d

o :Aalnla:—cd7 (2.148)

Bz +C :E 2z +p (0_@> 1

22+pr+q 222+pr+g 2 (Js—i—%)Q—i—q—%

Bp) 1 d r+5
(g

B d
= — —In|2? +px+q| + (C—— — arctan

. 2.149
2 dx 2 _ ﬁ) dx 2 ( )
1 q—E
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Beispiel 26. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir einige Integrale

x 1 z 1 T 1,01 1
dy——— = [ dy————  — | ay— —
/ ViE = a2 / EDIET) / y2a(y—a y+a>

1<1 | |~y + |> l|z—a
= —(Inly—al—1In al) = —
2a J Y 2a|x+a

xr x x
Y Y 1 1 1
d:/d:/d(+ )
/ Y a "v—ow+a) 2\y—a " yra
1 1
- §<ln|y — 4l +1nyy+a|> = Sla?—a?, (2.151)
T 2 T 2 2 2
Y y“—a“+a a
d Y O e
/ VE— a2 / A R v+

Ableitung nach Parameter. Der dazu konnen wir nach Parametern in e.g. den Integrationsgrenzen

Ableiten

: (2.150)

r—a

. (2.152)

T+ a

d ([* d [
il = — = — . 2.1
i [ =+, i =-r@ (2153)
Die Ableitung von
b(z)
ist dann (cf. implizite Differentiation (2.64))
A1 _0roa  orov o1
de  Oadx 0ObOx Oz
b(z) B
= —d'(2)fla(z), 2] + V() f]b(z), 2] +/ dy fgi’ 2 (2.155)
a(z)
Falls a und b unabhangig von x sind, gibt nur der letzte Term einen Beitrag.
Beispiel 27. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir einige Integrale
Tl 1 19 (7 1 oot o1
d 2 = d == dy ———
/ Ty—ar = Y ly—ay <n—1>!aan—1/ Yy—a)
1 n—1 _ _ l _
27L1n|x—a|: (-1) (n—2) _ 1 ,
(n—1)! dan—1 n—D!'(z—a)»t m-1)(x—a)"!
(2.156)
/”"dy By+C  ns1 1 8/“*’ ) By+C
W +py+a"  1-ndq (y2 +py + )"
(_1)7171 anfl /;t By+C
= _ B R 2.157
(n—1)!og"1 Yyt (2.157)
& ar [ d" 1 n!
I, = T = (—=1)"— T = (=)= ——. 2.1
/0 e (=1) da"/o c (=1) da®a  antl (2.158)
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2.10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Referenzen: [1] Abschn. (6.1), [2] Abschn. 5.0
Die Entwicklung von Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen (DG) stellt eines der wichtig-
sten mathematischen Hilfsmittel fiir die Physik dar, denn die Naturgesetze werden durch eben solche
Gleichungen beschrieben. Dabei stellen uns gewdéhnliche Differentialgleichungen vor die Auf-
gabe, unbekannte Funktionen einer Verdnderlichen (in der klassischen Mechanik ist das e.g. die Zeit
t) aus Gleichungen zu bestimmen, die diese Funktion und Ableitungen dieser Funktion enthalten. Die
hochste Ordnung der Ableitung bestimmt die Ordnung der Differentialgleichung.

Eine Funktion y(x) kann implizit durch eine Gleichung definiert werden (cf. Abschn. 2.4). Dann
ist die Koordinate x die unabhéngige Variable und die Losung y(z) die abhéngige Variable. Eine
Verallgemeinerung ist die Gleichung

G(z,y) =0,
G(y(n)’y(n—l)’...’y/7y7x> = 07 <2159)

die die Differentialgleichung n-ter Ordnung n € N definiert. Hier sei yU) = y(2)U) die j-te Ableitung
der Funktion y nach der Koordinate x. Je nach Anwendung kann es erforderlich sein, alle Losungen
zu kennen oder nur bestimmte, die durch die Anwendung vorgeschriebene Nebenbedingungen erfiillen.

Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung sind entsprechend gekoppelte Differen-
tialgleichungen fiir mehrere Funktionen fi,..., fi, wobei die die hochste Ableitung, die in diesen
Gleichungen vorkommt, die n-te ist.

In der klassischen Mechanik haben wir es i.a. mit Differentialgleichungen oder Systemen von Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung zu tun, denn die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen
Massenpunkt, auf den irgendwelche vorgegebenen Krifte wirken, lautet

my =F(t,y,y) = -7y —ky —mg, (2.160)
wobei y = (y1,¥2,y3)T und wir hier konkret eine Feder betrachten, mit y der Beschleunigung, vy der
geschwindigkeits-abhangigen Reibung, ky der Federkraft, und mg der Schwerkraft.

Die Bewegung eines Planeten um die sehr viel schwerere Sonne (im Ursprung), deren Bewegung wir
naherungsweise vernachlassigen diirfen, ergibt mit dem Newtonschen Gravitationsgesetz die Gleichung

. x
mx = —’ymM@ : (2.161)
wobei |z| = /27 + 23 + x3. Hier hingt die Kraft nicht von der Geschwindigkeit ab. Dabei ist m die

Masse des Planeten, M die der Sonne und ~ die Newtonsche Gravitationskonstante.
Die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld (in SI-Einheiten fiir das
elektromagnetische Feld) ist:
mx = q[E(t,x) +x x B(t,x)] . (2.162)
Dabei ist m die Masse des Teilchens, ¢ seine Ladung und E und B das durch irgendwelche anderen
Ladungen und Strome erzeugte elektrische bzw. magnetische Feld.
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Begriffe
Hier definieren wir die wichtigsten Begriffe fiir die Diskussion von Differentialgleichungen:

e Gewohnliche DG
eine unabhéngige Variable, e.g. y(x).

e Partielle DG
mehrere Variablen, e.g.
( 0?02

2 + a—y2>¢(:ﬁ,y) =0. (2.163)

e Lineare DG
Abhéngigkeit von y ist linear,
(d2 vyd k

LI R P 2.164
dt2+mdt+m)y 9 (2.164)

:=L, Differentialoperator

wobei wir Gl. (2.160) in einer Dimension geschrieben haben. Hier kann der Differentialoperator, L,

linear auf die einzelnen Funktionen angewendet werden: L(a1y1 + aoye) = agLyi + asLys.

e Nichtlineare DG

i+yy+y>=0. (2.165)

e Allgemeine Losung
Enthélt unbekannte Integrationskonstanten, wie ein unbestimmtes Integral.
Normalerweise gilt: Zahlt der Konstanten = Ordnung der DG.

e Partikuldre (spezielle) Losung
Keine Unbekannten, wie ein bestimmtes Integral.

e Anfangsbedingungen
In der Physik suchen wir Losungen solcher Bewegungsgleichungen unter Vorgabe bestimmter
Anfangsbedingungen, d.h. man gibt zur Zeit ty = 0 die Werte fiir Ort x(0) = xo und
Geschwindigkeit %x(0) = v des Teilchens vor und sucht Losungen fiir die Differentialgleichung,

die zuséatzlich diese Anfangsbedingungen erfiillen:
X(to) = X0, X(tg) =Vp. (2166)

Es braucht dann so viele Anfangsbedingungen, wie es Integrationskonstanten gibt, um eine
eindeutige Losung zu wahlen.
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Normalerweise: bestimme an zq die Werte von v, v/, ..., y™ 1. Dann folgt y™ von der DG und

y(”H), ... von Ableitungen der DG. Die Losung kann also eindeutig als Taylor-Reihe
d
y(z) = exp [(fc - wo)a} y(zo0) , (2.167)

geschrieben werden.

e Randbedingungen
Nur (@) und y(Z .y ) sind bekannt, nicht aber y(z¢), ¥’ (o). Dann muss man y’(xg) so wéhlen,
dass y(x .y ) erfillt wird.

e Definitionsbereich
(z,,9, ...,y ) Cc R*1 so dass die DG y(™ gelést werden kann.

Aus der physikalischen Fragestellung heraus erwarten wir, dass diese Differentialgleichungen stets
eine Losung besitzen (Existenz) und bei Vorgabe der Anfangsbedingungen (2.166) eindeutig (Ein-
deutigkeit) sind. Die Beweise entsprechender Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Differential-
gleichungen bei genauer Bestimmung der Eigenschaften der involvierten Funktionen (wie F' in (2.159)
oder die Kréfte in der Newtonschen Bewegungsgleichung) sind Klassiker der Analysis und finden sich in
vielen mathematischen Lehrbiichern. In diesem Skript beschrinken wir uns auf die Losungsmethoden
fiir die einfachsten Typen von Differentialgleichungen. Von der umfangreichen Spezialliteratur sei hier

nur auf [7,8] verwiesen.

Beispiel 28. Betrachten wir den Falln = 1, mit G(y',y,z) = 0. Wir nehmen an G(y',y,z) =y —yz,
d.h. v = yx. Dazu kann man y' in der (x,y)-Ebene als Tangentensteigung skizzieren; vgl. Abb. 11.
Die Allgemeine Losung dazu ist

y(z) = CeXp(x;), (2.168)

mit der Integrationskonstante C.

2.11. Allgemeine Losung linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Referenzen: [1] Abschn. (6.2), [2] Abschn. 5.1
Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung lautet

~
—

inhomogene DG: Y (z) +p(x)y(z) +q(z) =0, (2.169)

homogene DG: v (x) + p(z)y(z) =0, (2.170)

als homogen ist hier die Abwesenheit eines konstanten Terms ¢(z) gemeint (vgl. homogene DG 1. Ord-
nung). Die inhomogene Gleichung kann dann als Ly = —q(x) geschrieben werden, wobei L wiederum
der lineare Differentialoperator ist.
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Figure 11: Beispiele fiir die allgemeine Losung und einige partikulére Losungen der gewtchnlichen DG
G(y/a Y, 33) = y/ — Yyx.

Satz 2.19.

allgemeine Losung der inhomogenen DG = allgemeine Lésung der homogenen DG (y,)

+ partikuldre Lésung der inhomogenen DG (y,) (2.171)
Beweis. Seien Y] und Ys zwei unterschiedliche Losungen der inhomogenen Gleichung

Y] +pY1+¢=0,
Yy +pYa+q=0. (2.172)

Nach Subtraktion der Gleichungen (Y; —Y3) +p(Y; —Y2) = 0 erkennt man, dass Unbestimmtheiten der
homogenen DG geniigen. Daher folgt, dass bei Kenntnis allgemeinen der Losung, y,, der homogenen
Gleichung man die Differenz folgend ausdriicken kann

Yl - Y2 = Clya(.%') . (2173)

Nimmt man jetzt an Y7 = y(x) sei die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung und Y2 = y,(z)
irgendeine partikulare Losung davon, dann folgt

y(@) = c1ya(r) + yp(z) . (2.174)

Dieser Satz kann dann auf beliebige Ordnungen der DG erweitert werden (vgl. Abschn. 2.12).

Allgemeine Lésung der homogenen Gleichung (y,). Fiir den dem homogenen Fall aus Gl. (2.170)
Ya(2) + p(2)ya(z) = 0. (2.175)
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Dividiert man diese Gleichung durch y,, erkennt man, dass sie vom separablen Typ ist. Daher gibt es

entweder die triviale Losung

v () =0, (2.176)
oder man bring die DG auf die Form
D) _ L (o) = ). (2.177)
In |yq(z)| = — /w dZ p(Z) + const , (2.178)
zo
e ()] = exp{— /z di p(F) + const} . (2.179)
zo

Berticksichtigen wir die Anfangsbedingung y,(z¢) = yo und integrieren diese Gleichung bzgl. x, erhal-

ten wir nach einer einfachen Umformung die Losung in der Form
x
yo(z) = Cexp [—/ d:i‘p(:%)] , (2.180)
0
wobei die Integrationskonstante, C' = 4 exp(const) auch die triviale Losung y,(x) = 0 inkludiert.

Partikulére Lésung der inhomogenen Gleichung (y,). Mit Satz 2.19 ist die allgemeine Losung
der inhomogenen Gleichung durch die Summe aus der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung
und einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung gegeben. Sei also y,(z) # 0 eine Losung der
homogenen Gleichung. Dann kénnen wir eine partikulére Losung der inhomogenen Gleichung finden,
indem wir den Ansatz der Variation der Konstanten vornehmen.

T

(o) = Cw)esp [~ [ atp(@)]. (2.181)
shla) = ') exo| - | 42 p(@)] - plo)Cla) exo| - | @i p(#)] (2.152)
o) + ) = C @) ex [ [ aip(a) (2183)
Die inhomogene DG (2.169) ist daher
() + pla)uy (@) = C'(a)exo - | a7 p(7)] = —a(2), (2.184)
t) _

q(x)exp[/ dz p(z )} (2.185)
/dsq s) exp /;d:f:p(i)}. (2.186)
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Die allgemeine Losung ist y(x) = yq(x) + yp(x). Mit der Anfangsbedingung y(zo) = yo wird C' — yo

und die Losung kann als
y(z) = exp[—/ dfcp(fc)} {yo - / ds g(s) exp [/ dzﬁp(i)} } :
x0 xo o

ausgedriickt werden.

Betrachten wir nun einige spezielle nicht-lineare DG, die sich sich 16sen lassen:

Separierbare Differentialgleichung.

% =g(y)f(z).

Ahnlich der Losung der homogenen DG schreiben wir

ﬂ::13 x
W) dz f(z),

[ a = [

Das Ergebnis kann durch Ableitung nach x iiberpriift werden.

Q
<

<

Beispiel 29.

y/(m):_iz’ (;ZQJ:_(;U, [ 1]9(96) [lr 1 1 1 1

Differentialgleichung der Bernoulli-Form.

d
ﬁ =p(x)y +q(x)y*, a#0,1.

Wir fithren eine neue abhiingige Variable ein, z(z) := (y(x))'™%, y(x) := (2(z))T=. Es gilt

Y (2) = ——(2(2) B () =

Cl-a
Z=(1-a)pz+(1—-a)g,

o oy yl@) @ wm

(2.187)

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

wobei wir im letzten Schritt beide Seiten mit (1 — )z~ T-= multipliziert haben. Das ist eine lineare

inhomogene DG und kann mit den obigen Methoden (vgl. Gl. (2.187)) gelost werden.
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Exaktes Differential.

dy _ p(z,y)
dy _ _ , 2.195
dz q(z,y) (2195)
wobei p(z,y) = 8F(§§’y) und q(z,y) = 8Fa(”z’y). Durch die Notation der impliziten Differentiation
(vel. Gl. (2.64))
dzp(z,y) +dyq(z,y) =0, (2.196)
OF(z,y) OF(z,y)
d dy=dF =0 2.197
daher folgt F' = const.
Beispiel 30.
/ Y c
_ Y = _— 2.198
y'(@)=—=, Y, y(z) = — (2.198)
Homogene DG erster Ordnung.
dy _ p(z,y)
dz q(z,y) (#:3) (2:199)

wobei p(x,y) und ¢(x,y) homogene Funktionen vom Grad m sind. Dazu definieren wir den Begriff
der Homogenitéat einer DG. Dies ist nicht zu verwechseln mit homogenen linearen DG, womit ein
verschwindender konstanter Term gemeint war (vgl. Gl. (2.169)). Angenommen, die DG besitzt die
spezielle Form, dass p, ¢ homogen zur Ordnung m sind, und f die Homogenitatseigenschaft erfiillt

My (s ) = Aol 2oy = POT XY pzy)
p(Az, Ay) = N"p(z,y),  q(Az, \y) = A"q(z,y), f(Az,\y) 0w ) a(@y) f(z,y).
(2.200)

Dann koénnen wir durch die Substitution z(x) = @ (y(z) = xz(x)) die Differentialgleichung in eine

separable Gleichung transformieren. In der Tat ist dann wegen der Homogenitatseigenschaft (2.200)
und Produktregel

(2.199) =
y = 2(@) + 22'(2) O fla,w2(@) = £, 2(2) = F(2). (2.201)
Etwas umgeformt erhalten wir die folgende Gleichung fiir z:
Oy (2.202)
x

die tatsachlich von der separablen Form ist

/ W dz_ [rdi (2.203)
20 f(Z) -z o
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Beispiel 31.

Y (x) = —%, f(z0) = —2, —%[lnz} :O = [lnxr , z = %, Y= % (2.204)

o
2.12. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Referenzen: [1] Abschn. (6.3.1), [2] Abschn. 5.2

Lineare Differentialgleichungen besitzen eine besonders einfache Losungsstruktur. In der Physik kann
man auch oft kompliziertere Probleme durch lineare Differentialgleichungen néhern e.g. harmonischen
Oszillator als Ndherung fiir das mathematische Pendel:

B(t) + %singp(t) ~0, — G(t) + %o(t) =0, (2.205)
wobei ¢ der Auslenkungswinkel ist, [ die Pendellinge. Hier betrachten die Struktur der allgemeinen
Losungen fiir solche lineare DG 2. Ordnung,.

Die allgemeine lineare Differentialgleichung (DG) 2. Ordnung lautet

inhomogene DG: Gy y.2) =y (@) +p(2)y (2) + q(x)y(z) = f(2), (2.206)
homogene DG: GW", Y y,x) =y () + pla)y' (z) + g(x)y(x) = 0, (2.207)
wobei
2
GO/ o) = (5 49+ o) vla) = o) (2.208)

—I inhom. Term

Dabei sind p, ¢ und f vorgegebene Funktionen der unabhéngigen Variablen x und y(x) die gesuchte
Funktion oder abhéngige Variable. Hier besprechen wir nur die wichtigsten Grundlagen iiber die
Struktur der Losungen solcher linearer Differentialgleichungen.

Man nennt die obige DG (2.206) homogen, wenn f(z) = 0 und entsprechend inhomogen, wenn
f(x) # 0. Wir betrachten zuerst die Losungsstruktur der homogenen Gleichung, namlich Ly = 0.
Da die Ableitungsoperation linear ist, d.h. fiir irgendwelche zwei Funktionen y;(z) und ys(z), die
mindestens zweimal differenzierbar sind,

2

d d
P Cryi(z) + Caya(2)| = Cry; + Cayh, 12 Ciyi () + C2y2($)] =Ciyf +Cayy,  (2.209)

gilt, ist fiir zwei Losungen y; und yo von (2.207) auch die Linearkombination
y(x) = Cry(z) + Coya(x) (2.210)

mit Cq,Cy = const eine weitere Losung. Es ist weiter klar, dass wir zur eindeutigen Festlegung
der Losung Anfangsbedingungen fordern miissen, d.h. wir verlangen von der Losung y der DG
zusétzlich, dass sie und ihre erste Ableitung bei z = xg bestimmte Werte annimmt:

!

y(x0) = o, ¥ (z0) = 0. (2.211)
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Nehmen wir an, wir hatten zwei Losungen y; und yo gefunden, kénnen wir versuchen, die Konstanten
C4 und Cj in der Linearkombination (2.210) so zu bestimmen, dass diese Anfangsbedingungen (2.211)
gelten, d.h. wir miissen das lineare Gleichungssystem

C1y1(wo) + Caya(zo) = Yo ,

Clyi(xo) + ngé(:bo) =79, (2.212)

nach C7 und Cy auflosen. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit y5(zo) (v} (x0)) und die zweite
mit y2(zo) (y1(xo)) und subtrahieren die beiden entstehenden Gleichungen, finden wir

C1ly1(z0)yz(0) — y2(z0)y1(20)] = ya(z0)yo — y2(z0)vo (2.213)
Caly1(zo)ya (o) — y2(w0)yy (x0)] = y1(x0)vo —yl(wo)yo- (2.214)

Wenn die eckige Klammer nicht verschwindet, kénnen wir nach C7 und Cy auflésen:

B Y5 (x0)yo — y2(x0)vo

“= y1(20)yy(0) — y2(20)yy (20) (2.215)
~_ yi(wo)vo — ¥1(z0)Yo

O = @) hlw0) — (), (@) (2:216)

Wir untersuchen nun noch, wann die Bedingung, dass der Nenner in (2.215) und (2.216) fir die
Losungen y; und yo der DG nicht verschwindet, erfiillt ist. Es handelt sich um die Determinante
der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems (2.212). Um diesen Ausdruck néher zu

untersuchen, definieren wir fiir die beiden Losungen y; und y» die Wronski-Determinante,

W(a) = Wi yn) = det 2 20 @) — ()l (a). (2.217)
yl(ﬂf) 92(95)

Berechnen wir die erste Ableitung, finden wir mit Hilfe der Produktregel nach einiger Rechnung
W' (@) =y (@)l () — 22 (@)yl () (2.218)
Jetzt verwenden wir, dass y; und yo Losungen der homogenen DG (2.207) sind und setzen
Y/ (@) = —A@)yl(x) - Bo)yy(a), j € {1,2) (2.219)
in (2.218) ein. Das ergibt
W(x) = —A(2) [y (2)ya(x) — y2(2)y1(2)] = —A(z)W (z) . (2.220)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, die sich durch Separation der Variablen lésen
lasst. Teilen wir also (2.220) durch W (x), erhalten wir

= —A(z). (2.221)



Integration dieser Gleichung nach z von x = z bis x, liefert

In (g&%) = /: A% A(%). (2.222)

0

Losen wir dies nach W (x) auf, finden wir schliesslich

W(x) = W (zp) exp [—/ dz A(i“)] . (2.223)
o
Das bedeutet aber, dass entweder W (x) = 0 = const ist (ndmlich wenn W (xzy) = 0) oder W(zx) # 0
fiir alle z € R gilt.

Untersuchen wir deshalb weiter, was es fiir die Losungen y; und y2 der DG bedeutet, wenn W (z) =0
fiir alle = gilt. Aus der Definition der Wronski-Determinante (2.217) folgt dann

y(2)ya(x) — y2(x)yi(x) =0 = = : (2.224)

Auch diese Gleichung kénnen wir wieder bzgl. = von x( bis x integrieren, und das ergibt

In < (@) > ~In < va(r) > o) = 280 0y (2.225)

Y1 (o) y2(z0) y1(z0)

Das bedeutet aber, dass W (zg) = 0 genau dann, wenn ys(x) = Cy;(z) mit C = y2(x0)/y1(xo) = const
ist.

Die Anfangsbedingungen (2.211) sind also durch die Linearkombination (2.210) genau dann immer
erfiillbar, wenn die Losungen y; und yo linear unabhéngig sind und daher W (zg) # 0 ist. Um also
die allgemeine L6sung der homogenen DG zu finden, miissen wir nur zwei linear unabhéngige
Losungen finden. Die allgemeine Losung ist dann durch die allgemeine Linearkombination (2.210)
gegeben.

Beispiel 32. Die beiden Funktionen fi = x und fo = 1 sind linear unabhdngig, da ja gilt:

1
W (z) = det (f 0) = -1#£0. (2.226)
Die beiden Funktionen fi = x2 und fo = x> mit A € R sind linear abhingig, da ja gilt:
2 2
W) =det |5 ) =0 (2.227)
2r 2M\x

Kommen wir nun auf die inhomogene Gleichung (2.206) zurtick. Nehmen wir wieder an, dass
ygmh) (z) und yémh) (z) Losungen der inhomogenen Gleichung sind. Wegen der Linearitdt der Ableitung-
soperation und der Linearitdt der linken Seite der inhomogenen Gleichung, erfiillt dann offenbar
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yginh) (x) — yéinh) (x) die homogene DG. Das bedeutet aber, dass bei Kenntnis von zwei linear un-

abhéngigen Losungen yghom) (z) und yéhom)(a:) der homogenen DG diese Differenz durch eine Linear-

kombination dieser Losungen gegeben sein muss. Es ist also die allgemeine Losung der inhomogenen

Gleichung durch

y(x) = Cyyi"™ (@) + Coy™ (@) + 4™ (@) , (2.228)

gegeben. Haben wir also die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gefunden, gentigt es, nur
eine einzige partikuldre Losung der inhomogenen DG zu kennen, um alle Lésungen in der Form (2.228)

angeben zu konnen. Es ist klar, dass auch hier die Anfangsbedingungen (2.211) durch die entsprechende

Berechnung der Integrationskonstanten C; und Cy stets erfiillbar sind, wenn nur y%hom) (x) und

yéhom) (x) linear unabhéngig sind und also die Wronksi-Determinante W (zg) # 0 ist.

Strategie zur Bestimmung der allgemeinen Lésung

(i) Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung, Ly = f, ist gegeben durch
y(@) = yom (z) + yiM (). (2.229)

(ii) Ly = O fithrt zu zwei Integrationskonstanten (da 2. Ordnung). Die allgemeine Losung ist von
der Form

Ya(z) = Cry1(z) + Coya(x) . (2.230)

(iii) y1,y2 sind unabhingig und bilden eine Basis (Fundamentalsystem) und W (z) # 0. Im all-
gemeinen Fall einer DG n-ter Ordnung, ist das Fundamentalsystem ein Satz von n linear un-
abhangigen partikularen Losungen:

F= {yl(:v), . ,yn(:v)}. (2.231)

(iv) Sei yi(x) eine Losung der homogenen DG. Die zweite Losung y2(x) kann durch Variation der
Konstanten (vgl. 2.11) bestimmt werden.

(v) Seien yi(x), y2(x) unabhéngige Losungen der linearen (homogenen) DG. Eine partikulire Losung,
Yp, der inhomogenen DG (Ly = f) kann wieder durch Variation der Konstanten gefunden werden.

Beispiel 33 (iv). Betrachte die DG 2. Ordnung
1 1
"4+ Yy — —y=0. 2.232
v+ oy = (2.232)
eine Losung ist y1(x) ==z (y} = 1,yy =0). Wir wihlen den Ansatz

yo(z) = C(z)x, yh(z) = C(z) + C'(2)x, Yy (x) = 20" (x) + C" (), (2.233)
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und setzen diesen in die DG ein

20" (z) + C"(z)x + %C’(az) +C () - %C’(m) —0 (2.234)
O (z) = —;C/(:c) . (2.235)

Sei z :== C'(z), dann
‘i; _ _3%” o din|z| = —3(dInz|). (2.236)

Daher folgt z = 73, da eine partikulire Losung gendigt. Wir integrieren C

v dd 1
C(z) = dZ — = —— 2.237
@= [ 6E =5, (2.237)
und setzen das Ergebnis in den Ansatz (2.233) von ya ein
t
yo = C(z)z = CO;LS , (2.238)

Da W(x) ~ x x ;—21 —Llx1= —% # 0 fir x # 0, ist das Fundamentalsystem F = {x, i} und die

x
allgemeine Losung:

1
Ya(z) = Cra + —Cs. (2.239)

Beispiel 34 (v). Um eine partikulire Losung zu finden, wdhlen wir als Ansatz zwei Funktionen

Yp(x) = C1(x)y1 () + Ca(z)ya(z), (2.240)
yp(x) = Cr(z)y1 () + Cy(x)y2(x) + C1(x)y) (x) + Co(z)ys(x) (2.241)
yp () = C1(x)yy (x) + Ca)yy (x) + C1(2)y1 () + Co(2)ys () , (2.242)

wo wir im zweiten Schritt
Ci(2)y1(x) + Cy(2)yz(z) = 0 (2.243)

wéhlen konnten, da noch immer eine freie Funktion 1ibrig bleibt. Wir setzen in die DG, (ngrpy;,Jrqyp =

f), ein und benutzen die homogenen Liosungen yi + pyy + qui = y§ + pybh + qya = 0, sodass folgt, dass

Ci(2)yi(x) + Cy(z)ys(z) = f(z). (2.244)
Konstruiert man nun das resultierende System

/ / - f
y1(2.243) —y1(2.244) — (C5 = ————, 2.245
j2203) ~ p(2244) = ¢ = (2:245)
/ / —y2f
Uh(2.243) — y0(2.244) — Cf = — 2.246
{(2209) — po2204) = Cf = P (2:240)

kénnen nun die variierenden Funktionen C1,Cy integriert werden. Die jeweiligen Nenner sind stets
endlich, da aufgrund von (iii) folgt, dass W (z) # 0.
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2.13. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Referenzen: [1] Abschn. (6.3.2), [2] Abschn. 5.5

Vereinfachen wir nun die Problemstellung und setzen p(zx), ¢(x) — const:

y'(x) + py'(x) + qy(z) = f(z). (2.247)

In diesem Fall konnen die Lésungen yi,y2 der homogenen DG (Ly = 0) ermittelt werden. Mit dem
Ansatz y(z) = e’ wird die homogene DG zu

(AQ + pA+ q)e)‘m =0,
N +pr4+¢=0, (2.248)

da e # 0. Dies ist die charakteristische Gleichung. Es gibt drei unterschiedliche Félle, abhiingig
von den Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.248)

(i) Alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind ungleiche reelle Zahlen.
Falls ¢ < %, gibt es zwei Losungen: A = Ajp = Ap = =5 44/ % — ¢. Wir konnen y; (z) = eM?,

yo(x) = 2% voneinander unabhingig wihlen, viz.
2
B2 _ gOe—M)w — =20/ 57 —a # const . (2.249)
Y1

Das Fundamentalsystem ist also
F= {eAlz,e)‘Qm, . ,em} : (2.250)
falls alle Wurzeln \; ungleich sind.

(ii) Einige reelle Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind k-fach.
Falls ¢ = %, gibt es die (zweifach entartete) Losung yy(z) = e~ 3% mit Ay = —5. Die zweite,
unabhéngeige, Losung ya(z) muss erst ermittelt werden. Dazu benutzen wir die Variation der

Konstanten:

ya(x) = Cla)e =",
C'(x)efg‘r — gC’(x)efgx ,

Ya()
2

y(z) = C"(x)e 2% — pC'(x)e” 2% + %C(w)e_gx. (2.251)
Nach Einsetzen in Gl. (2.247) folgt
P P’ TP e
s+ pyh + Ze = c"—pC" + Eo+pc-Lo+ Zc}e—aw ~0. (2.252)
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Daraus folgt, dass C” = 0, C' = a, und C' = ax + . Nach Einsetzen in den Ansatz sieht man,
dass der o Term eine neue Losung ergibt: ya(x) = ze” 5%, und das (allgemeine) Fundamental-

system ist
_p _Pp
F= {e 52 re ﬂ}, (2.253)
F= {6)‘190, zeM® . gl e e)‘"*’“x} . (2.254)
k—fache Wurzel A\1 einfache Wurzeln

(iii) Einige Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind komplex.
Falls ¢ > %, benutzen wir den Ansatz

ya(x) = 72" Sin(\/ q- ch) : (2.255)

Das allgemeine Fundamentalsystem mit den komplexen Wurzeln A\ = a + ib, Ay = a — ib ist

dann

F = {e“‘” cos bx, €™ sinbx, e, . . ., 6)‘”:”} . (2.256)

komplexe Wurzeln A1,A2 einfache Wurzeln

Physikalisch entspricht dies gedampften (p > 0) oder verstiarkenden (p < 0) Schwingungen.

Beweis. OBdA folgt fiir y; (gleich fiir y2), dass

2
Yy = —ge 2% cos[...] —1/q — pze 2% gin].
2 2 2
Y = pZe 2% cos|. AV pze 2% sin]. (pz - q)e_gx cosl...], (2.257)

p
Y+ pyl + qyL = e~ % cos].. ]{4 +Z_q_?+q}

+e—’5‘fsin[...][p\/q—7f—p\/q—zﬂ —0. (2.258)

Fiir alle Falle (i)—(iii) konnen zwei linear unabhinge Losungen gefunden werden. Damit haben wir

die allgemeine LSoung der homogenen Gleichung gefunden. Der néchste Schritt ist die partikulére
Losung der inhomogenen Gleichung Ly = f. Diese Losung kann wiederum durch die Variation der
Konstanten (vgl. Bsp. 34) gefunden werden. Praktisch findet man eine partikuldre Losung aber auch

durch Erraten eines angemessenen Ansatzes.

Beispiel 35 (Getriebener Harmonischer Oszillator). Durch die Wahl der DG

y' 4 2ky’ + wiy = bsin(wz) , (2.259)
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sind ¢ = w3, p = 2k, % = k2, wobei die Terme 2ky’ eine Dimpfung (fiir k > 0) und bsin(wz) eine
Treibung beschreiben. Falls k* < wg diskutieren wir Fall (iii), mit einer einfach-komplexen Wurzel.

Die allgemeine Losung der homogenen DG ist daher

Ya(z) = Cre™F® cos(w/wg — k%) + Che ke sin(ﬂw% — k%) . (2.260)

Fiir die partikulire Losung, yp(x), nehmen wir den Ansatz:

yp(x) = Acos(wz) + Bsin(wx),
yp(x) = —wAsin(wz) + wB cos(wz) ,
Yy (x) = —w? A cos(wx) — w?Bsin(wz), (2.261)
y;)' + py;) + qyp = cos(wx) [7w2A + 2kwB + w%A]
+ sin(wx) [—sz + 2kwA + w%B} = bsin(wz) . (2.262)

In dem man jeweils nur Terme vergleicht die proportional zu cos(wz) oder sin(wz) sind kann man die

Unbekannten A und B finden

2 .2 A
B (w%;%) 7 (w0l — w?)B — 2kwA = b. (2.263)
Folglich sind
. 2kwb
o (w? = wd)? + 4k2w?
2,2
po__ (W —wpb (2.264)

(w? — w(Q))2 + 4k2w?

Daher ist die allgemeine Liosung der vollen DG (2.247)

y(x) = ek [Cl cos(\/wg - k:2:U> + Cs sin(y/wg - kzx)}

b .
R PR T [ka cos(wz) + (w? — w§) sm(wx)} . (2.265)
0

Sollten die Koeffizienten nicht konstant sein, kann man oft Losung durch einen Potenzreihenansatz
finden, e.g. y(z) = > 0"y an(z — z0)".
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Figure 12: Diskretisierte lineare Differentialgleichung auf S', dem Einheitskreis.

3. Lineare Algebra

3.1. Vektorraume, lineare Abbildungen

Referenzen: [1] Abschn. (3.3.1), [2] Abschn. 1.1
Typische Beispiele fiir lineare Operationen sind:

Lineare Differentialgleichung;: Ly(x) = f(x), (3.1)
Lineare Abbildung: Mv =w, (3.2)

dabei sei M eine lineare Abbildung oder Matrix, und v, w Vektoren.

Beispiel 36. Betrachten wir eine diskretisierte lineare Differentialgleichung bzw. Differenzengleichung

dy ylr+a)—ylr—a)
L = =
y() i 5a ,

wobei xo = x1 + a, x3 = w1 — a; siehe Abb. 12. Das resultierende Gleichungssystem hat die folgende

(3.3)

Form
vt oy@m=a) gy +ggy(22) = goy(z3) = f(x1)
W _ f(I'Q) N —ﬁy(xl) + iy(.%g) = f(iE2) s (34)
yloata) w(taa) - — f(ay) +aay(r1) — 95y(x2) = f(a3)

und kann in eine vektorisierte Schreibweise Mv = w ubertragen werden

0 +5 —5\ [(yl=1) f@1)
—5 0 4o | |yla) | = | fla2) |- (3.5)
toa 2 0/ \ulws))  \f(ws)
Beispiel 37. Die Partialbruchzerlegung bzw. lineare Gleichungssysteme der Form
1 A B C

(I+2%z (+2? (+2) =z
_ (1+1x)2:c{$A+x(1 +2)B+ (1+2)°C}
1

- m{:L~(A+B+20)+a;2(B+C)+C}, (3.6)
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kénnen zur Bestimmung von A, B,C auch in eine vektorisierte Schreibweise, Mv = w, tbertragen

werden
A+B+2C =0 1 1 2 A 0
B+C =0« |0 1 1 Bl=1]0]. (3.7)
C -1 0 0 1 C 1

Die Vektoren dieser Konstruktion bilden einen Vektorraum, V. Die Rechenoperationen in V,
miissen nun noch weiter spezifiziert werden. Dabei ist es aus mathematischer Sicht unerheblich, um
welche konkreten Objekte es sich bei dem, was wir Vektoren nennen, eigentlich handelt. Es werden
einfach Spielregeln, die Axiome, aufgestellt, die formale Operationen festlegen. Fiir die Addition
von Vektoren sind dies die folgenden Axiome:

(vl) Assoziativgesetz. Fiir beliebige drei Vektoren vy, va,v3 € V gilt stets, dass
(Vl + VQ) + V3 =V + (V2 + Vg) . (3.8)

(v2) Neutrales Element der Addition. Es existiert ein neutrales Element, das wir mit 0 € V
bezeichnen. Es zeichnet sich dadurch aus, dass fiir alle Vektoren gilt, dass v € V

v+0=v. (3.9)

(v3) Inverses Element. Zu jedem Vektor v € V existiert ein bzgl. der Addition (—v) € V|, fiir das
v+ (—v)=0. (3.10)

(v4) Kommutativgesetz. Fiir beliebige zwei Vektoren vi,ve € V gilt, dass
Vi + Ve =vVvg+vVy. (3.11)

Es fiihrt fiir diese Physikvorlesung zu weit, den gesamten Apparat der linearen Algebra, aus diesen
Axiomen zu beweisen. Dies ist Gegenstand der entsprechenden Mathematikvorlesung. Als ein Beispiel
moge der folgende Satz dienen:

Satz 3.1. Das neutrale Element der Addition 0 ist eindeutig.

Beweis. Nehmen wir dazu an, es sei auch 0’ ein neutrales Element der Addition. Wegen der Eigen-
schaft (3.9) des neutralen Elements 0 gilt

(3.11)

0=0+0"="0+0. (3.12)

Nun ist aber 0" voraussetzungsgemaéss ebenfalls ein neutrales Element ist, und geméss (3.9) gilt dem-
nach

00=0+0 =0, (3.13)

d.h. dass notwendigerweise die beiden neutralen Elemente der Addition gleich sind. ]
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Eine algebraische Struktur, die auf einer Menge definiert ist wird als Gruppe bezeichnet, wenn die
Axiome (3.8))—(3.10) erfiillt sind. Hier wurden diese Axiome fiir die Addition definiert. So einfach
diese Axiome auch anmuten mogen, so liefern sie doch eine sehr reichhaltige mathematische Struktur.
Die Gruppentheorie ist ein riesiges Teilgebiet der Mathematik, und Teile der Gruppentheorie spielen
auch fiir die Physik eine herausragende Rolle, wie im Verlauf des Physikstudiums noch klar wird.
Nimmt man zu diesen drei Axiomen noch das Kommutativgesetz (3.11) hinzu, spricht man von einer
Abelschen Gruppe. Wir kénnen also die Axiome der Vektoraddition auch kurz zusammenfassen,
indem wir bemerken, dass die Vektoraddition eine Abelsche Gruppe auf der Menge der Vektoren V'
bildet.

Um die so definierte additive Gruppe zu einem Vektorraum zu erweitern, benotigen wir eine zweite
Operation, die Multiplikation von Vektoren mit einem Skalar. Diese erfiillt die folgenden Axiome fiir
alle v,w € V und A\, u € R:

(s1) A+ p)v=Av+ Av.

82) A(v+w) = Av + Aw.

)
(s2) A

(83) Apv) = (Ap)v.

(s4) Neutrales Element

lv =wv.

Dabei seien die Skalare Elemente eines Zahlenkorpers, der in unserem Fall stets der Koérper der
reellen Zahlen R ist.

Mit diesen Rechenregeln ist der Begriff des Vektorraumes bereits vollstéandig bestimmt. Als wichtige
Begriffe ergeben sich daraus, die Linearkombinationen und Basen und im Zusammenhang damit
auch der Dimension eines Vektorraums. Wir werden unten als weitere wichtige Strukturen die lin-
earen Abbildungen verschiedener Art kennenlernen, deren Untersuchung weitere Eigenschaften der
Vektorraume charakterisieren. Es ist iibrigens ohnehin ein Merkmal der modernen axiomatischen
Methode der Mathematik, Strukturen einzufithren und dann entsprechende diese Strukturen charak-
terisierende Abbildungen zwischen diesen Strukturen zu analysieren.

Nach mehrmaliger Addition und Skalarmultiplikation, kann man eine Linearkombination bilden:

k
Y avieV, (3.14)
i=1
deren Vektoren linear unabhingig sind, falls gilt, dass
k
Y aivi=0ea;=0 Vie{l,.. k}. (3.15)
i=1

Falls dagegen a; # 0 gefunden werden kann, kann v; als Linearkombination von v; , i # j ausgedriickt
werden, viz. vj = —aij Z#j a;Vi.
Falls die Vektoren ey, ..., e,

o7



(i) linear unabhéngig sind,

(ii) den Vektorraum V aufspannen indem Vv € V als Linearkombination von eq, ..., e, ausgedriickt

werden kann,

dann bilden sie eine Basis bzw. ein Fundamentalsystem (vgl. DG). Die Dimension des Vektor-
raums ist dann dimV = n, und gleich der maximalen Anzahl an linear unabhéngigen Vektoren.
Nach der Wahl einer Basis kann jeder Vektor eindeutig als v =" | v;e; ausgedriickt werden.

Beweis.

n

n n
v:Zviei:Zwiei, = O:v—v:Z(vi—wi)ei, = vi=w;, Yi=1,...,n. (3.16)
i=1

i=1 =1
Die Wahl der Basis selbst ist daher nicht eindeutig.
Beispiel 38. Fulls {e1,ea} eine Basis ist, ist {€] = e1 + ez, €, = e; — ea} eine andere Moglichkeit,

wie durch die Betrachtung von (i) und (ii) gezeigt werden kann.

Der Raum, R3, ist auch ein Vektorraum mit den Basisvektoren e, ez, e3 — e, e,, e, — i,j, k.
) ) ) ) )y CYy rd)

3.2. Skalarprodukt

Referenzen: [1] Abschn. (3.3.2), [2] Abschn. 1.2
In vielen Vektorrdumen kann die Struktur eines Skalarprodukts definiert werden. Dieses ist eine Ab-
bildung V x V. — R, (v,w) — v - w, mit dem folgende Axiome fiir alle v,w,wi,wo € V, erfiillt

werden:

(i) Linearitat

Fiir alle Aj, A2 € R gilt v - (Aqw1 + Aawa) = \v - Wi + Aav - wa.

(il) Kommutativgesetz

VW =W-:V.
(iii) Mit der Norm |v| := /v v gilt [v|]? :==v-v > 0.
(iv) Es ist [v|? = 0 genau dann wenn, v = 0 ist.

Eine Abbildung V' x V' — V, welche die Axiome (i) und (ii) erfiillt, heisst symmetrische Bilinear-
form. Gilt auch noch Axiom (iii), heisst die Bilinearform positiv semidefinit. Ist schliesslich auch
Axiom (iv) erfiillt, heisst die Bilinearform positiv definit. Aus diesen Axiomen resultieren folgende

Ungleichungen:

Satz 3.2 (Chauchy-Schwarzche Ungleichung).

v w| < |v|w]. (3.17)
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Beweis. i)
0< (AW4w) Ov+w) L2V +2v - w+ w2 (3.18)

Wahlt man nun A = —% und multipliziert mit |v|?, dann

0< (v w)? =2(v-w)” + [v[*|w]?,
(v-w)? < v lwl?,

lv-w| < |v||w]. (3.19)
Satz 3.3 (Dreiecksungleichung).
v+ w| < |v]+|w]. (3.20)
Beweis. Der Beweis folgt aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes:

v+w? = (v+w)?

V2+w2+2v-w

< Viewi42v-ow

7)

(3.1
< virwl 2w = ([v] + w))?, (3:21)

wobei wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung (3.17) benutzt haben. Weil immer nur

positive Zahlen quadriert werden, folgt
v+ w| <|v|+|w]|. (3.22)

Zwei Vektoren sind orthogonal zueinander, falls v-w = 0. Eine Basis ist orthogonal, falls e;-e; = 0 fiir
Vi # j. Ist aber auch |e;| = 1 Vi € {1,...,n}, ist dies eine orthonormale Basis. In einer orthonormalen
Basis gilt

n

n n n
M (Z ”"e"> ' (Z wﬂ'ef) =) viwje;-ej =Y v, (3.23)
i=1 :

i=1 ij=1 i=1

wobei e; - €; = §;; durch das sogenannte Kronecker-Delta beschrieben werden kann:

1 =7,
0ij = (3.24)
0 i#j.
Einen Winkel zwischen zwei Vektoren kann man jetzt durch

= 2
cos 6 VW] (3.25)

definieren; wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (3.17) gilt —1 < cosf < 1.

99



Damit kénnen wir die Definition von linearen Abbildungen bzw. Matrizen weiter prézisieren:
M: V-V, view=Mv. (3.26)

Dazu benutzen wir die orthonormale Basis {e;} : v =", v;e;. Durch die Linearitét folgt, dass

n

n
W = Zwkek =Mv = Zvaej . (3.27)
k=1 j=1

Nimmt man das Skalarprodukt mit e; und benutzt dass e; - e; = J;;, dann

n n
wi =Y vje;-Me;j =Y Muv;. (3.28)
-1 Y =1
J —M;, J

Indem ¢ Zeilen und j Spalten indiziert, lautetet lautet die Rechenvorschrift fiir w = Mv ausfiithrlich

geschrieben
w1 My ... Mlj ... M, U1 Myjvr + -+ Mipvn
w; | = | My ... Mij ... M, v, | = | Mjvi+---+ Mpv, . (329)
Wp, M, ... Mnj ... My, Un Miv1+ -+ + My,

Beispiel 39. Besondere Beispiele sind:

0O ... 0
Nullmatriz : Opxn = | ¢ o Opxnv=0 Vv, (3.30)
0O ... 0
1 0 0
1 ... 0
Einheitsmatriz : Toxn = | . -, loxnv=v Vv. (3.31)
00 1

Matrizen bilden selbst einen abstrakten Vektorraum:

(M + N)ij = sz + Nzg s (332)
(aM)ij = aM;j, (3.33)
(0)ij =0, Vi,j, (3.34)
(=M)ij = —M,;, (3.35)



mit der zusétlichen Struktur der Komposition oder Matrix-Multiplikation

(M o N)U = Z Mszk] . (336)
k=1
Beweis.
(MoN)j=ei-(MoN)ej=e;-(M (Nej) )=> e;- MeyNy;. (3.37)
SN——" & _\/—M~
2k €k Nkj :

Die Existenz dieser Strukturen (Summe, Skalarmultiplikation, Komposition) definiert eine Algebra.

3.3. Transponierung, Spur, Determinante

Referenzen: [1] Abschn. (3.1), [2] Abschn. 1.6
Nach Wahl einer Basis kann eine lineare Abbildung als Matrix dargestellt werden:

MV:W, Mi’ = (M>ZJ = ei-Mej = <6i‘M|€j>, (3.38)

wobei die letzte Notation in der Physik als Dirac-Notation bekannt ist. Im folgenden beschranken wir
uns auf quadratische Matrizen.

Definition 3.4 (Transponierung). Die transponierte Matrix wird als

(M7")ij == (M) i = Mj , (3.39)
definiert. Fiir Vektoren gilt
T
U1
: = (Uh R Un) ) (340)
Un

wobei hier die linke Seite als Spaltenvektor und die rechte Seite als Rethenvektor bezeichnet wird. Es
gilt dann:
v-w:wai:(vl,...,vn) ] =viw. (3.41)
i=1 o

FEine Matrix ist

01 1 0
symmetrisch MY =M, ( ) , ( > , (3.42)

1 0 0 -1
0 —i

antisymmetrisch MY =—-M, ( Oz> (3.43)
i
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Satz 3.5. (ohne Beweis)

(MHY =M, (3.44)
(M+N)T=M"+ NT, (3.45)
(MoN)Y =NToM™. (3.46)

Beweis. Wir beweisen den letzten Satz mit der Definition (3.36)

(MoN)L Z M), Ny = Z(NT)M(MT)M . (3.47)

Die transponierten Matrizen spielen eine wichtige Rolle bei Drehungen. Dabei sei eine Drehung eine
lineare Abbildung, die das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren invariant lasst:

Mx-My:(MX)TMy:xTMTMyéxTy, Vx,y
MM 1. (3.48)
Eine Matrix mit dieser Eigenschaft wird orthogonal genannt. Fiir Basisvektoren {e;} einer orthonor-

malen Basis bedeutet das, dass mit einer Transformation €} := Me; folglich auch e} -e;-

falls MTM = 1 und damit die Basisvektoren {e’} eine andere orthonormierte Basis aufspannen.

Definition 3.6 (Spur). Neben der Determinante gibt es noch eine zweite charakteristische Grife
fir eine quadratische Matriz, die so genannte Spur einer Matrix. Diese Matrizfunktion bezeichnet die
Summe tiber alle Diagonalelemente. Sie wird abgekiirzt mit SpA (fir “Spur”) oder Tr A (fir “Trace”)

bezeichnet: "
T M=) M. (3.49)
=1
Satz 3.7.
TrMT =Tr M, M = Z(MT W= Z M =Tr M , (3.50)
Tr(MN) = Tr (NM), Z M Ny = Z NyiMyy, = Tr (NM). (3.51)
i,k

Die letzte Eigenschaft lasst sich verallgemeinern

Tr (My, My, ..., My) = > (M1)ij(Ma)ji ... (My)ki

ik
= > (M) .. (My)ki(M1)y

iGlk
:Tr(MQ)"'7MnaMl)7 (352)

sodass die Spur eines Produkts von Matrizen sich nicht dndert, wenn die Reihenfolge der Matrizen
zyklisch verdandert wird. Ausserdem ist die fir n x n Matrizen Tr 1,x, = n.
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Satz 3.8. Die Spur ist invariant unter einer orthogonalen Basistransformation.

Beweis. Sei e, = Oe; eine orthogonale Basistransformation sodass OTO = OTO = 1. In einer neuen
Basis konnen wir die Matrix dann folgendermassen ausdriicken

T T
= eiTOTMOej = (OTMO)Z-]-
Tr [M'] = Tr [0 MO] = Tr [00TM] = Tr [M] . (3.53)

Definition 3.9 (Determinante). Die Determinante det M € R ist eine Abbildung

det M = A(my,...,m,) : VxVx.---xV =R, (3.54)
n—mal
wozu wir die Matriz M zur Vereinfachung als Spaltenvektoren M = (my, ..., my,) ausgedriickt haben.

Die Determinante hat dann die folgenden Eigenschaften

Antisymmetrie  A(mg,...,m;,...,mj,...,m,) =—-A(my,...,mj,..., my,...,my,), (3.55)

Linearitdt A(my, ..., Am;, ..., my) = AA(mq,...,m;,...,my,), (3.56)
Amy,..., m;+mj, ... my) =A(my,...,m;,...,my)

+A(my,...,mj,...,my), (3.57)

Normierung Aler,...,ey) =det1 =1. (3.58)

Beispiel 40. Betrachte die allgemeine Determinante einer 2 x 2 Matrix:

ain a2
det = A(aner + ag1€2,a12€1 + axes)
as  a

= anaizA(er,er) + az1a12A(ez, e1) + ajjainA(er, e2) + agrazl(es, e2)

= (a11a22 — az1a12)A(er, €2) = ar1az — azaiz. (3.59)
Im dritten Schritt haben wir die Antisymmetrie von A(ej,e;) = —A(er,e1) = 0 und A(er,ez) =
—A(eq, e1) benutzt.
Satz 3.10 (Levi-Civita-Symbol). Sei¢;, ;. das Levi-Civita-Symbol sodass gilt

+1  falls(iy,i9,...,iy) aus(1,2,...,n) durch eine
gerade Anzahl an Permutationen ensteht,
Eiy,in = § — 1 falls(i1,d2,...,ip) aus(1,2,...,n) durch eine (3.60)

ungerade Anzahl an Permutationen ensteht,

0 falls zwei oder mehrere Indizes ident sind.
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Beispiel 41.

g12 =+1, €1 =—1, en =0, g22 =10. (3.61)

Dann gilt fiir die Berechnung der Determinante die so-genannte Leibniz-Formel:

det M = Z EiyoinMiy 1 My, . (3.62)
1
Beweis.
A(ml,...,mn) = Z A “ 1e11,...,Min7nein)
01500y
(3.55)
= Z Mil,l---Min,nA(eiu--"ein)
U15eeyin
(3.56)
= Z i1 M, niy i, Aler, ... ep) . (3.63)
~—_——
iyein =1,Norm (3.58)
Satz 3.11. Nun betrachten wir die Determinante der transponierten Matriz,
det M = det M . (3.64)

Beweis. Da gilt, dass (M7T);; = Mj; folgt

det M = > ey i (M )i i(M )iy (M )i = Y €irin Miiy Maiy - My, - (3.65)

U1 5eenyin U15eenyin

Nun liefern gemaéss der Definition des Levi-Civita-Symbols nur solche Terme einen von 0 verschiede-
nen Beitrag zur Determinante, fir die (i1, ...,4,) eine Permutation (d.h. Anordnung in gednderter
Reihenfolge) von (1,2,...,n) ist, und es wird iiber alle moglichen dieser Anordnungen summiert. Man
kann demnach im letzten Ausdruck in (3.65) genauso gut die Produkte auch bzgl. der hinteren Indizes
“sortieren” und iiber alle Permutationen von (1,2,...,n) der vorderen Indizes summieren. Das ist

aber gerade wieder die Determinante der urspriinglichen Matrix. O

Satz 3.12.

det(M o N) = det M det N . (3.66)
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Beweis. Die Matrix M = (my,...,m,) hat die Determinante det M = A(m,, ..., m,;). Dadurch sind

MoN — (zmilNil,l ’Zmi2Ni172,"'ZminNinm) R (367)
71 o in

3.56
det(MoN) (:) Z A(mil,...,min)Nil,l...Nin’n
11,0yln
3.55
( — ) Z 5i1,...,inA(m17 ey mn)Nihl e Nin,n
U15eenin
= ( Z 5i1,..-,inNi1,1 e Nzn,n) A(ml, ey rnn) . (368)
11,eenyin
det N det M

Satz 3.13. Die Determinante ist invariant unter einer orthogonalen Basistransformation.

Beweis.

det M’ = det(OTMO) = det O det M det O
= det OT det O det M = det(OTO) det M . (3.69)
N——

=1
Zur praktischen Bestimmung von Determinanten gibt es zwei Methoden:
Methode 1: Laplacescher Entwicklungssatz.
n . .
det M = Z Mij(—l)H_j det Mij s (3.70)
i=1

dabei sei j beliebig aber fix, (—1)"*7 det Mij der Kofaktor und det Mij wie M;; aber ohne i-te Zeile
und j-te Spalte. Man kann auch i fixieren und tber j summieren.

Beweis. Aus der Definition folgt

n
det M = ZEil,---,inM17i1M2,i2 ..M,

stn

=1
= E Mij,j E €i1,...,inMi1,1 PN Mij,j Ce Min,n s (371)
’Lﬂzl 7;17 7?’j7 7in

+ det Mij
wobei der Beitrag mit Index i; — §; bzw. M;; ; — M ;, ; weggelassen wurde.

Wir fixieren die Spalte j = 1 und summieren tiber ¢
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Beispiel 42.

1 2 3
2 2
det [4 5 6 zldet<5 6)4det< 3>+7det< 3)
8 0 8 0 5 6
780
=15-0—-8:6)—4(2-0—-3-8)+7(2:6—-5-3) =—-484+96—-21=27. (3.72)
Methode 2: Gauf3-Algorithmus. Zu jeder Spalte (bzw. Zeile) kann man eine beliebige Linear-

kombination andere Spalten (bzw. Zeilen) hinzuaddieren, um die Determinante zu vereinfachen.

Beweis. Aufgrund der Linearitdt der Determinante (3.56) konnen wir schreiben, dass

A(ml,...,mi+chmk,...,mn) :A(ml,...,mi,...,mn)
ki

+chA<m1,...,mk,...7mn>, (3.73)
kti

wobei der letzte Term, die Summe iiber k, aufgrund von Antisymmetrie verschwindet, da my jeweils

gleich einem anderen der n Vektoren ist.

Beispiel 43.

12 3 1 2 3 1 2 3
det |4 5 6| =det|0 -3 —6|=det|[0 —3 —6|=1(=3)(—9)=27. (3.74)
78 0 0 —6 —21 0 0 -9

Die Determinante ist dann in oberer Dreiecksform und kann mittels des Produkts iiber die Diago-
nalelemente, det M = [[:_; M;;, berechnet werden. Dies ergibt sich aus iterativer Anwendung des
Laplaceschen Entwicklungssatzes (3.70). Falls eine Spalte oder Zeile verschwindet, ist det = 0. Bei
grossen Matrizen (e.g. n > 4) ist Methode 2 effektiver.
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